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摘　要　本文研究了用动力学方程表示的双输入链式非完整系统的镇定问题,设计出了非连续

的指数镇定律, 并将其用于一类移动机器人的位姿镇定中.仿真结果表明了该控制律的有效性.
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1　引言

近年来, 受非完整约束的非线性控制系统(简称非完整控制系统) 受到越来越多的重视,

得到日益广泛的研究. 非完整系统是可控的非线性系统,但其线性化系统不可控, 线性系统

及基于反馈线性化的非线性控制系统的许多设计方法不能直接用于非完整系统,使其控制设

计问题变得非常困难; 另一方面,作为一类非线性系统,它又具有一定的特殊性,使我们能够进

行有针对性的研究, 得出较好的结果.

非完整链式系统
[ 1]
是非完整控制系统中重要的一类.最简单的一类链式系统(单链单生成

元)表示为

x�1 = u1, 　x�2 = u2

x�j = x j- 1u1 , ( 3≤ j ≤ n)
( 1)

其中状态 x 1 , ⋯, x n和输入 u1 , u2属于 R .因为此类方程来源于系统的运动学方程, 其中的控

制量 u1 和 u2 为广义速度, 故称为速度控制. 近年来这类系统被广泛研究, 得出了一些结果.

它是可控的, 但不满足 Brocket存在光滑状态反馈镇定律的必要条件
[ 2] , 因此已有的以光滑状

态反馈为主的理论结果不能用于此类系统. 为克服这个障碍, 人们提出了几种不同的设计方

法,如时变状态反馈,非连续反馈
[ 3]
和混合控制等. ( 1)式仅仅描述了系统的运动学特性,但实

际系统是动力学系统, 系统的控制量是施加的广义力而不是广义速度, 故( 1)式的控制很难直

接用于实际系统的控制, 因而必须讨论以广义力为控制的动力学方程. 现有研究非完整动力

学系统控制问题的文章不多, 因此有必要加强这方面的研究. 与( 1)式相对应的以广义力为

控制量的动力学方程是扩展链式非完整系统, 其方程如下:

x�1 = u1, 　u�1 = v 1

u�2 = v 2, 　x�2 = u2

x�j = x j- 1u1 , ( 3≤ j ≤ n)

( 2)

其中 x 1 , u1 , u2 , x 2 ,⋯, x n是状态, v 1 , v 2是输入.

本文研究系统( 2)的反馈镇定问题,把文[ 3]中镇定运动学方程( 1)的设计思路应用到镇定

动力学方程( 2)的设计中. 得出的非连续镇定律结构上与文[ 3]中控制律相似,但它不能由运
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动学控制律的简单推广得到. 事实上文[ 3]中控制律的简单推广要求的初始条件比本文强而

且闭环系统状态的收敛速度不如本文中的快. 作为该设计方法的应用, 本文设计了一类移动

机器人的反馈镇定律, 仿真结果表明了所提出设计方法的有效性.

2　扩展链式非完整系统指数镇定律的设计

对系统( 2)有如下引理.

引理　若微分方程

x�1 = u1 ,　u�1 = - k u1

u�2 = p 1 u2 + p 2 x 2 + p 3
x 3

u1
+ ⋯ + p n

x n

u
n- 2
1

x�2 = u2 ,　x�j = x j- 1u1 , ( 3≤ j ≤ n)

( 3)

满足初始条件

x 1( 0) ≠ 0 , u1 ( 0) ≠ 0, -
u1 ( 0)
x 1( 0) = ∶k ( 4)

记 z 0 ( t)∶ = [ x 1( t) , u1 ( t) � u2 ( t) , x 2 ( t) , x 3 ( t) , ⋯ , x n ( t) ]
T
= ∶[ z

T
1 ( t ) � z

T
2 ( t) ]

T

� =

p 1 p 2 p 3 p 4 ⋯ p n- 2 p n- 1 p n

1 0 0 0 ⋯ 0 0 0

0 1 k 0 ⋯ 0 0 0

0 0 1 2k ⋯ 0 0 0

� � � � � � � �
0 0 0 0 ⋯ 1 ( n - 3) k 0

0 0 0 0 ⋯ 0 1 ( n - 2) k

( 5)

则对所有 t ≥ 0 , ( 3)式有唯一解

z 1 ( t) = z 1 ( 0) exp( - kt) ( 6)

z 2 ( t) = � ( t) exp( � t ) � - 1
( 0) z 2( 0) ( 7)

其中 � ( t) = diag [ 1, 1, u1 ( t) ,⋯, un- 2
1 ( t) ] .

证明　注意到( 4)式所表示的初始条件及 k 值的选取,易知( 3)式前两式的解为( 6)式. 从

而知 u1( t )≠0 ( � t≥ 0) , 故( 3)式的后n - 2式满足微分方程解的存在唯一性条件, 因而它

有唯一解. 取全局同胚变换 � = � - 1 ( t) z 2( t ) , 则由 ( 3) - ( 4) 式知 ��= ��, �( 0) =

� - 1 ( 0) z 2( 0) , 所以其解为 �( t ) = exp( �t )�( 0) ( t≥ 0) , 取逆变换后即知( 7)式成立.

根据引理,有如下命题.

命题　若系统( 2)满足初始条件( 4) , 且 k = -
u1( 0)
x 1 ( 0)

> 0 , 选取 p 1 , p 2 ,⋯, p n使得 � 的

谱位于复开左半平面(即 �( � ) � C
-
) , 则非连续控制律

v 1

v 2

=

- ku1

p 1u2 + p 2x 2 + p 3
x 3

u1
+ ⋯ + p n

x n

u
n- 2
1

, 若 u1≠ 0

[ 0, 0] T , 若 u1 = 0

( 8)

可使闭环系统的状态指数趋于零.

证明　根据引理中的( 6)式, k > 0时 x 1 ( t) 和 u1( t ) 指数趋于零, 且当 t ≥ 0时, � ( t ) 和
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� - 1
( 0) z 2( 0) 有界, 故当 � 的谱位于复开左半平面时,由( 7)式知 u2( t ) , x 2( t ) ,⋯, x n ( t) 均指

数趋近于零.

注 1　命题中要求
u1( 0)
x 1( 0)

< 0 ,而实际上一般u1( 0) = 0 , x 1 ( 0) ≠0 . 要使u1( 0) ≠0 , 即

要使机器人先“运动”起来, 这个要求并不苛刻. 事实上, 若 u1 ( t) ≡ 0( t≥ 0) , 无论如何选取

v 2 都不能镇定系统到原点, 除非 x 1 ( 0) , u2( 0) , x 2( 0) ,⋯ , x n ( 0) 全为零.当 x 1( 0) ≠ 0且

u1( 0) = 0时,在使用控制律( 8)前先在较短时间内用如下简单控制: v 1 = - �x 1( 0) (�> 0) , v 2

= 0, 即可使命题初始条件得到满足.对于不满足命题条件的初始状态 x 1 ( 0) 和 u1( 0) 的其他

情况, 均可类上处理.关于放宽初始条件限制及初始条件不精确满足( 4)式时对闭环系统造成

的影响,将另文研究.

注 2　对于任何固定的 k , 总可选取适当的 p 1 ,⋯, p n使�( � ) � C
-
. 当 k = -

u1( 0)
x 1( 0) 固

定时, 对任取一组期望的特征值 �1 , ⋯, �n � C
- , 令 ��I - � � = (�- �1 )⋯(�- �n ) ,依次比

较两边 �n- 1 ,⋯, �1 , �0前面的系数, 即可唯一计算出 p 1 , p 2 ,⋯, p n .

注 3　由命题证明易知, 控制信号 v 1和 v 2有界且均指数趋于零.

注 4　在命题中若取非连续控制律

v 1

v 2

=

- 2ku1 - k
2
x 1

p 1u2 + p 2x 2 + p 3
x 3

u1
+ ⋯ + p n

x n

u
n- 2
1

, 若 u1≠ 0

[ 0, 0]
T
, 若 u1 = 0

( 9)

结论仍然成立. 二者的区别是当 k> 0但 k≠
- u1 ( 0)

x 1( 0)
时, 使用控制律( 8) ,除了状态 x 1有静差

外,其他各状态均指数趋于零;但若使用控制律( 9) , 状态 x 1 和 u1指数趋于零而其他状态可能

不稳定.

注 5　命题中若取如下控制律

v 1

v 2

=

- ku1

p 1u2 + p 2x 2 + p 3
x 3

u1
+ ⋯ + p n

x n

u
n- 2
1

, 若 �u1� > �

[ 0, 0] T , 若 �u1� ≤ �

( 10)

其中正数 �< < �x 1 ( 0) � ,则可保证闭环系统的状态是最终一致有界的.

3　一类移动机器人指数镇定律的设计

本节用命题中的结论讨论( 2, 0)类移动机器人[ 4]的镇定问题. 这类机器人的动力学方程

如下:

x�= - sin�w 1 ,　y�= cos�w 1 ,　��= w 2

w�1
w�2

= M
- 1
�1
�2

( 11)

其中M 是正定对称阵, �1和 �2 是广义力.
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取如下全局同胚状态变换和输入变换

x 1 = �, 　x 2 = - x sin�+ y cos�,　x 3 = x cos�+ y sin�
u1 = w 2, 　u2 = w 1 - ( x cos�+ y sin�) w 2

v 1

v 2
=

0 1

1 - x co s�- y sin�
M

- 1
�1

�2
0

x sin�- y cos�
w

2
2

可将系统( 11)变换成形如( 2)式的标准非完整扩展链式系统

x�1 = u1 ,　u�1 = v 1

u�2 = v 2 ,　x�2 = u2 ,　x�3 = x 2u1

( 12)

　　当 k = -
u1( 0)

x 1( 0)
> 0 (即 k = -

w 2 ( 0)

�( 0) > 0 )时, 根据要求取一组期望的特征值 �1 , �2和

�3, 由

�I -

p 1 p 2 p 3

1 0 0

0 1 k

= ( �- �1 ) (�- �2 ) (�- �3)

可计算出

p 1 = �1 + �2 + �3 - k

p 2 = kp 1 - (�1�2 + �1�3 + �2�3)
p 3 = kp 2 - �1�2�3

由命题知对变换后的系统取非连续控制律

v 1

v 2

=

- ku1

p 1u2 + p 2x 2 + p 3
x 3

u1

, 若 u1≠ 0

[ 0, 0] T, 若 u1 = 0

( 13)

可指数镇定系统( 12) .

变换回原系统的控制律为

�1

�2
=

M

p 1w 1 - ( x cos�+ y sin�) ( p 1w 2 + kw 2 -
p 3

w 2
)

+ ( - x sin�+ y cos�) ( p 2 + w
2
2 )

- kw 2

, 若 w 2 ≠ 0

[ 0, 0] T, 若 w 2 = 0

( 14)

故以上控制律能镇定系统( 11) . 当初始条件不满足要求时, 先用一个适当的控制在较短时间

内使系统状态满足要求, 然后使用控制律( 14) .

4　仿真

对移动机器人系统( 11) , 本节用仿真来验证控制律( 14)的有效性. 不失一般性, 取 M =

I , [ x ( 0) , y ( 0) , �( 0) , w 1 ( 0) , w 2( 0) ]
T
= [ 3, - 0. 8, 2, 4, - 2]

T
, �1 = - 1 , �2 = - 2 , �3=

- 3 , 易计算出 k = 1 , p 1 = - 7 , p 2 = - 18 , p 3 = - 24 . 图 1和图 2给出了各个状态和控

制输入的时间曲线.仿真结果是理想的.
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图 1　状态响应曲线　　　　　　　　　　图 2　控制输入曲线
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EXPONENTIAL STABILIZATION OF THE DYNAMIC

NONHOLONOMIC CONTROL SYSTEMS AND

ITS APPLICATION TO WHEELED

MOBILE ROBOT

DONG Wenjie　HUO Wei
( Th e S ev enth R esearch Div ision, B eij ing Univ ersity of A ero. and Ast ro. B eij ng 100083, P . R. China)

　Abstract　This paper st udies the exponential st abilizat ion of the dynamic nonho lonomic chained systems

w ith tw o inputs. A discont inuous exponentially st abilizing feedback law is g iv en. An application to the st abi-

lizat ion o f a nonholonomic w heeled mobile r obot is descr ibed. Simm ulation r esults show that t he approach is

effectiv e.

　Key words　Nonho lonomic contr ol, chained system, wheeled mobile robo t
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