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摘要 本文
一

首先提 出了机器人解空间的概念
,

然后应用螺旋理论得到三 自由度机器人位于解空间界面上的充分必要

条件是 表示三关节瞬时运动的镖旋与一过手 部中心点且螺旋参量为零 的螺旋互易
。

并推导出机器人解空间界面的母线方

程
。

讨论了解空间界面与奇异点的关系
。

还举例 绘制 出一些解空间图形
。
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1 前言

近年来
,

对机器人的运动特性的研究引起

了广泛的注意
,

其中一个重要方面是对于机器

人工作空间的研究
。

工作空间是机器人在运动过程中
,

手部中

心在 空间中所能到达的点的集合
。

工作空间主

要是相对于机器人的直线运动问题而言的
。

但

是在用机器人完成作业时
,

必须求解间接运动

位姿问题
。

由于间接运动位姿问题的多解性
,

机

器人按要求可能有不止一个构形到达作业点
。

但这些构形 中的有些构形由于关节运动范围的

限制
,

构件间的相互机械性干涉
,

与环境中障

碍物的碰撞等原因而不能获得
。

因此
,

从机器

人作业灵活性的观点出发
,

机器人再现空间点

时
,

共间接运动问题的解 (即 构 形 ) 越 多 越

好
。

但解数多
,

也带来了缺点
,

如随着解数的

增加
,

间接运动问题的解的复杂程度也相应增

加
,

计算工作量增加
,

从而使得机械手的控制

更困难
。

对不同的作业
,

要视其作业的复杂程度
,

机械手自身结构和机器人的工作空间内的环境

情况来布置作业 于其工作空间内
,

使计算工作

量尽量小
,

控制尽 量简单
。

这样
,

就必须知道

具有不同解数的点在机器人工作空间内的分布

情况
。

由此引入机械手解空间的概念
。

机器人的解空间分位置解空间和方向解空

间
。

对于 。 伽 ) 3 ) 自由度的机械手
,

其位置

解空间是将手部加上 (。 一 3) 个 约 束 之 后
,

收到本文的时间是 1 0 8 了年 4 月 20 日
。

5 0

机器人以相同数目的构形所能到达 的 点 的 集

合
。

方向解空间是机械手到达某点时
,

所有可

能方 向的集合
。

本文只讨论机器人的位置解空

间
,

并且限制在对三 自由度的机器人的讨论
。

三 自由度的机器人的工作空间中不同的区

域内的点
,

其间接运动问题有不 同的解数
。

这

一结论在文〔l 〕中提到过
,

但没有对此区域作

更深入的研究
,

只是指出了几种三 自由度机器

人的间接运动位置问题可能有 最 多解 数
。

文

〔幻用Jac o bi a n 矩阵奇异的方法
,

得到三 自由度

机器人的Jac ob ia n
曲线

,

此曲线在第一关节的

作用下
,

则得到Jac ob ia n 曲面
,

等曲线面即为

各解空间的分界面
。

本文则将用螺旋理论来推

导各解空间的分界面
。

螺旋理论虽然己由 K u -

m ar 和 w al dr on
〔3 ’用于绘制机械手的工作空间

的包围面
,

但只局限于全为转动副的机器人
。

2 互易螺旋

刚体的任何空间位移都可以认为是沿空间

某轴的移动和绕此轴的转动的合成
,

即绕某一

轴线 s 的螺旋位移
。

这便是 c h a s les 定理 “ ’。

螺旋位移的概念是描述刚体有限或无 限 小 三

维运动的非常方便的 概念
。

H u
nt

〔“ ’
对螺旋系

统做了深入的研究
。

其研究工作中
,

有一基本

概念
,

即互易螺旋 (R e eip r o ea l s er e w s )
,

这是

为简化螺旋系统的研究提出的
。

所谓互易螺旋是这样两螺旋
: 刚体在螺旋

s
:

的约束下
,

只能沿其轴线移动和绕其轴线转

动
,

而沿螺旋S ;

作用的力螺旋不做功
,

则称螺

旋 S ,

与5 2

是互易的 (图 1 )
。
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3 机器人运动的螺旋分析

图2为一具有、个关节的机器人
,

每一关节

的瞬时运动用螺旋表示
,

手部的无限小运动可

以用绕R 转动的乙e和沿 R 移动的乙R 表示
。

假设

第乞个螺旋s ‘的轴线与R 的夹角为久
* 。 久‘顺时针

方向由S ‘
到R 度量

。

第乞个关节绕S ‘
轴 线 转 动

为乙a ‘,

沿此轴线的移动为乙0 ‘.

尸 ‘。

图 1 两螺旋的互易条件

由互易螺旋的定义
,

可以得到两螺旋的互

易条件
。

假定S
,

与s :

的公法线矩离为D
,

夹角

为
a ,

力螺旋由力 F 和力矩C组成
。

在 力 螺 旋

作用下
,

刚体绕s :

转动角度为乙a ,

沿 S :

移动的

距离为△d ,

则s
,

与5 2

互易的条件是

(P
, + P Z

)e o s a 一 D sin a = 0 ( 1 )
’

这里

p , = C / F
, p : = 乙d / 乙o

它们分别为s ;

和 S :

的螺旋参量
。

式 ( 1 ) 是互

易螺旋间的基本关系式
。

从此关系式可知
,

当

两螺旋的螺旋参量为零时有
:

D sin a = 0 (2 )

由此得到
:

D = O 或
a = k冗 (k = 0 ,

1
, 2 ,

⋯ ) (3 )

D = O 表示s :

与5 2

之轴线相交
,

而
a = k 二 则表

示s : 和s :
轴线平行

。

因此
,

对两螺旋参量为零

的螺旋
,

其互易条件是它们的轴线 相 交 或 平

行
。

这是文〔3 〕和文〔5 〕的根本基础
。

当两螺旋之一的螺旋参量为 co
,

不妨假定

p : = co 时
,
乙0 = o 而 △d 寺 。

。 、

由 ( 1 ) 得 到

与此螺旋互易的条件为
:

图 2
.

具有作个关节机器人的瞬时运动 的螺 旋表示

由于s ‘的运动所引起的手部沿轴 R 和绕轴

R 的运动为

乙8季
= e o s久‘

一

乙8 ‘ ( 5 )

乙R 居= P 、一

乙日‘
· e o s久; 一 △口

一 r ‘一 sin 人‘ ( 6 )

手部总的瞬
r

时运动为

乙a 二
乙 乙衅

,
乙R 二

E 乙R 季 ( 7 )

C / p
, . e o s a ·

△d = o ( 4 )

文〔5〕指 出使 (4 ) 式满足的两种情况是

¹ ) a = 0 0 , p : = co

º ) a = 90
。 , 尸 ,

可取任何值

这样
,

要使螺旋参量为零的螺旋与一螺旋参量

为无穷大的螺旋互易
,

此两螺旋之 轴 线 必 须

垂直
,

即 a = 9 0 0 。

当所有的螺旋s ‘
均与螺旋R 互易时

,

则有

乙R / 乙e 二 一 p : ( 8 )

p :
为螺旋R 的螺旋参量

。

这样
,

手部则没有沿

R 轴线的自由移 动
。

沿 R 轴线的移动速度 , 与

绕R 的转动速度。必须满足

, /。 二 一 尸: ( 9 )

当尸
, = o 时

,

有 v 二 o ,

即手部不能沿轴

线移动
。

这一结论表明
: 当机器人的表示各关

节螺旋均与一过手部中心且螺旋参量为零的螺

旋互易时
,

则手部不能沿公共互易螺旋轴线移

动
。
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线要么相交
,

要么平行
。

现假设机器人为一般R
一

R
一
R 机器人 (如图

4 )
。

现在 2 3
轴上取两点 T ,

与T Z ,

它们在 第

乙

一

4 三 自由度机器人解空间界面的母线方程

机器人工作空间中不同的区域
,

其内的点

的间接位置运动问题有不同的解数
。

设图 3中的

两部分区域被界面 L分开
,

其中一部分内的点

的间接位置问题有。解
,

另一部分则有 n 解
。

如果机器人某一时刻位于A点 (或B点 )
,

则由

孔

抵
,

企, / ‘-

厂一瓦 一

X ‘

州. .
. . . 门.

p Z -

图 3 三自由度机器人解空间界面的母线

于运动关节的连续性
,

不论机诫手的构形与 A

点 (或B点) 的间接位置问题的哪一解 对 应
,

它都可以从A点 (或B点) 向任何方向运动
。

现

在看来机器人位于界面石上的情况
。

如果玲> 邢

且机械手需要由A点运动到 B 点
,

由于关节 运

动的连续性
,

机械手由A、B的运动最多可由。

种构形连续变化实现
,

与A 点的间接位置问题

的另外 伽一 。 ) 个解对应的 伽一 m )个构形
,

则不能连续变化而实现 A”B 的运动
,

即运 动

到界面上后
,

则不能向另一部分区域运动
,

将

这样的点标记为c 点
。

由此可以看出
,

具有不同解数的二部分区

域的分界面是由这样一些点组成的
:
与这些点

的间接位置问题的解对应的构形中
,

至少存在

一种构形
,

不论各种关节的运动速度如何
,

都

不能使机器人从C点向所有方向运动
。

从第三部分中的结论可以得出
:
当机器人

表示各关节瞬时运动的螺旋均与过手部中心且

螺旋参皿为零的螺旋互易时
,

手部中心所对应

的必是具有不同解数的区域的分界面上的点
,

即各解空间的界面上的点
。

对解空间界面上的

点
,

也必可 以找到一轴线过此点
,

螺旋参量 为

零的螺旋
,

表示各关节瞬时运动 的 螺 旋 均互

易
。

4
.

习 R
一
R

一
R 机器人

对于R 一
R

一
R 机器人

,

它位于解空间界面上

的条件是关节轴线与过手部中心p 点的某一直

图 4 R
一

R
一

R 机器人的坐标

三坐标系中的坐标分别为 (o
, 0 ,

0) 和 (。
,
。

,

1 )
。 尸点

, T :

点及T Z

点在第二坐标系中的坐标

可以求出为
:

T 一 二
= a 2 e 8 2

T l , = a 2 s8
2 (1 0)

式中e “ 。0 5 ,

= S -

下同
。

LJj门n
了TT名了

leses户l、esesse
、

一一

六口

{
T Z 二

二 。2 e 0
: + 5 8

2 .
sa :

T : , = a Z s口: 一 e口: .

台a :

T : :
= e a Z + 5 1

(1 1 )

!竺
·
“

否c?2
+

翌
2

)
犷 , “ “s “2 + ” c“ :

k尸
:

= N

(1 2 )

这里 L 二 O 十 内

M = P e a Z 一 R s a Z

N = Ps a Z + R e a : + s -

Q = s : 一
58

。s a : + a : e o 。

R = 5 s ea s + s :

尸 = 一 5 3 e0
3 sa : + a 3 。口。

T , ,
字

2

及p点确定一平面二 ,

此平面方程为

x 一 r l :

夕一 T l 一 z 一 T x :

T Z 二
一 T l :

T Z , 一 T I , T Z :
一 T l :

p
二
一 T x 二

p , 一 T I 一 p
,
一 T z :

== 0 (1 3 )

设平面 二与 Z :
轴的交点为 0

。

令 (1 3 ) 式中的

戈 = y = O
,

得到
.

丫

Z = 句 +
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a :

(一 P
:

+ 5 1
)s a : 一 a 2 e a :

(P
, c 日: 一 P

二 . 5口
2

)
sa : (p x c s : 十p , s口: ” a :

)

(1 4 )

则o 点在第二坐标系中的坐标万 (0
,

0
,

O
,

直线 p Q 必然与第二及第三轴相交
,

它在第二

坐标系中的方程为

x _
·

y _ z 一 艺

P
二

尸 , P 澎一公 。

而: ,

轴在第二坐标系中的方程为

(1 5 )

(1 6 )

8 : = Za r e ta n (A / 刀) (2 1 )

将第一关节固定为某一值时
,

方程 (2 0 )

以广义坐标描述的是一条空间曲线
。

由于方程

(2 0 ) 中不含e
, ,

因此
,

机器人的解空间界而

为以 (2 0 ) 式所描述的曲线为母线
,

以第一轴

线为回转轴所形成的回转曲面
。

4
.

2 R
一
P
一
R 机器人

过只点垂直于2
2

轴的平面设为 尽平面
,

此

平面与2 3
轴的交点为 Q

。

则过只点及Q, 点且螺

旋参量为零的螺旋必与表示第二及第三关节瞬

时运动的螺旋互易
。

要使其也与表示第一关节

瞬时运动的螺旋也互易
,

则须使第一关节的轴

线 与过 尸O的直线相交
。

平面 月的方程为

Z = P
:

(2 2 )

平面 尽与2 3 轴的交点Q的坐标为 (t
, , 公: , 云。)

,

这里

才, = a : e s
: + (P

:
一 s :

)tan a Z s口2

公: = a : s口: 一 (P
:
一 s ,

) ta n a Z e a Z

才3 = P
:

尸O直线方程为

Z一a

�C一一
y

一sal
x + a l _

0

要使p o 直线与 Z , 轴相交
,

两直线必须满足相

交条件
_ :

⋯
= 。 “ 7’

ca凡sal凡
alo

、

尹

将 ( 1 7 )
。

试展开并整理得

A e s : + B ss : + c = 0 ( 1 8 )

这里

A = L
一

s a 一( 8
一 s : . s a : 一 P

, a : ) +

、
+ Q

. a 1 .
e a s , s a 。 .

M

刀 = 口
一

L
·

a : ·
e a , s a : + M s a , ( P

,
a : 一

‘ 日
· 5 1 ·

s a Z )

e = 一巨
: : s a , ( p

· a Z + p
·

a
·

5 Z a : +
’

+ 8
一

R
一 sa : e a : )

式 ( 1 8) 是关于a
Z

及0 3
的方程; 将此进行

等效变形

义 一 P
二 _ y 一 P 。 _

O
二
一 尸

二

Q
, 一 P ,

Z 一 尸

0
( 2 3 )

由两直线相交条件得到p o 直线 与Z
,

轴相交的

条件为

一一

凡cao

l尸

氏sa一

口口劣

alP+o一X男PQ

( e 一 , ) t a n Z (五) * :
.

刀
·

t o n (粤) +

2 艺

+ ( C + A ) = 0 ( 1 9 )

如果A = B = C 二 O
,

即平面二平行于 Z ; 轴
,

则

已,
可取任何值 ; 如果不论e 3

取何值
,

A = B = c

=
‘

o 恒成立
,

则工作空间为一曲面 ; 即机器人

退化
;
如果A 今 C则可得到 ( 20 ) 式的解为

a一 Za r c , a n

(
一 B 干了A

Z + B “ 一 C “

C 一 A )
( 2 0 )

如果A = C ,

但B 今 。 ,

则有

将 ( 2 4 ) 式展开并化简得

A s : + B = O ( 2 5)

这里

A = s a , ( P
. 5口: 一 Q

. e a : · e s : )

刀 = 尸 “ 一 s a ; ·
s a Z s口

: 一 p 口( e a : · s “ a : +

+ s a , e a Z s a Z

已。
。

) 一 Q
·

尺
·

( e a , s a Z e a Z +

+ S a , e “a : e 口:
) 一 p 化

: 。 e a , + a ; e a L e 8 2 )

+ Q
一 a : .

e a , o e a : . 5 8
:

式 ( 2 5 ) 表示的也是一曲线
,

为回转形解空间

界面的母线
。

显然
,

A = B = o 时
, : l

可取任何

值 ; A = B二 0 时
,

机器人退 化 ; B 二 o 而 A 今
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o 时
, : , = 。; A = 必 B 令 。时

, : ,
无解 ; A 年

O
, B 乍 0 时

, : ; 二 B / 八
。

其它几种 三自由度机器人的解空间的界面

的母线方程推导从略
,

它与文〔2 〕中的结果相

同
。

需要注意的是
:

若第一关节为转动关节
,

则解空间的界面为回转面 ; 若第一关节为移动

关节
,

则解空间的界面为母线沿第一轴线方向

转动而形成
。

5 解空间的界面与奇异点的关系

当机器人的手部中心位于奇异点时
,

它不

能沿任意方向有微小移动
。

此外
,

当机器人在

己知位咒和方向奇异时
,

其间接运动问题将有

无限数目的解
〔7 ’。

根据解空间界面的 性质
,

可得到机器人的解空间界面上的点 均 为 奇 异

点
。

另外
,

具有无数解的空间内的点也为奇异

点 ; 奇 异 点 也 只位于解空间界面上和具有无

数解的解空间内
。

因此
,

机器人手部中心点为

奇异点的充分必要条件是该点为机械手解空间

界面上的点或具有无数解的解空间内的点
。

6 举例

现以 R
一

R
一
R 机器人为例

,

用计算机绘制其

解空间
。

由于其解空间的界面为以第一轴为回

转轴的回转面
,

因此
,

用过第一轴的截面去截

此解空间
,

截形便反映出各解空间的形状
、

大

小和位置
。

图 5
,
6 和 7 便是在不同结构 参 数

下
,

机器人的解空间被过第一轴的平面所截出

的形状
。

图中所标数字为此区域内的间接位置

问题的解数
。 a
角用度艺表示

。

图 6 解 空间的截面形状 (二 )

5 0 = 0
,

5 1 二 0
,

5 2 二 0
,

5 3 二 0 ; a i = 0
, 口 2 二 3 0 ,

0 3 二 30 ; fi = 6 0 ,
云2 二 9 0 ,

玄3 = 0

‘. , ‘护二 ‘ . 口 . ,

一

(
二

图 5

5 0 = o
,

5 1 = o

a 。二 30 , i: ” 6 0 ,

解空间的截面 形状 (一 )

,

5 2 二 0
,

5 3 = 0 , a i = 0
, 。 2 ” 3 0 ,

云2 二 9 0 ,
1 3 =

图 7 解空间的截面形状 (三)

5 0 二 0
,

5 1 = 1 0 ,
5 2 = 1 0 ,

5 3 二 10 ; a : 二 3 0 , a Z 二 40 ,

a s 二 4 0 , 玄: ” 60 ,

艺2 = 6 0 ,
乞3 = 6 0

7 结束语

本文运用螺旋理论所得到的机器人位于其

解空间界面上的充分必要条件仅限于三自由度

机器人
,

对于多于三自由度的机器人
,

此条件还

须进行一定的修改
。

解空间的界面与奇异点的

关系则不论对多少 自由度的机器人均正确
。

至

于对有关节运动范围限制或无关节运动范围限

制的机器人的解空间的绘制
,

详见文〔8 〕
。

可

以相信
,

本文的研究进一步完善了机器人机构

理论
,

为机器人的运动设计特别是轨迹规划及
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控制提供了一个基本而又必要的工具
。
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生物金属与形状记忆合金

生物金属是为了作为通电加热的驱动装置利用而特制的金属丝
,

从本上是钦镍系形状记忆合

金
。

和一般的器件比较
,

具有以下特点
。

¹ 连续使用的尺寸稳性定优越
。

º 反复动作寿命大幅度提高
。

» 形状 回复力和变形中需要的

力差大 ( 以小偏置力给予变形 )

由于常温户外 空气引起的误动作

。

¼过热性能强
。

½ 电阻大
。

¾冷却 时的响应优越
。

¿ 不用担心

生物金属机器人 D H一1 01 是使用这种生物金属丝的初期商

置得到的诸特点是这种商品的目的
。

品
。

强调从形状记忆合金驱 动 装

(郊 婷 )


