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〔摘要〕
:
本文扼要介绍灵敏度理论的发展概况

,

灵敏度理论
、

灵敏度分析方法对

现代控制理论的影响及其工程方面 的实际应用
,

并叙述未来的发展动向
。

求的弹道之间误差的平方和
、

经济成 本
、

能见

一 序
. 日‘ .

已

灵敏度是描述
、

分析
、

综合最优控制
、

自

适应及自动化最优化的重要指标之一
,

它是系

统状态及性能指标受系统参数影响而变化的定

量的描述
。

灵敏度通常用系统的灵敏度模型
,

即用动态系统的灵敏度函数来确定
。

灵敏度函

数能够直接用系统方程相对于参数的微分和其

他数学方法得到
。

如果考虑的是特殊形式的系

统
,

那么
,

灵敏度函数可用灵敏度点或应用结

构法等得到
。

灵敏度概念和分析方法最早是 在 电 子 电

路
、

各种有源滤波器
、

电子测量系统
、

高精度

仪表和解算装置中提 出来 的
,

后来 用 微 分 方

程
、

线性代数等数学方法对灵敏度函数进行了

具体的描述
,

才成为控制系统灵敏度理论研究

发展的基础
。

任何一个系统或过程的设计
,

总是按某一

予定 目标来选择系统或过程的方案以及系统参

数
,

要求在允许的条件下
,

按某种意义 最优地

达到这个目标
。

另外
,

若系统已经设计好
,

为

了检验系统是否能达 到设计要求
,

或者为了确

定它本身所具有的性能
,

我们就必须考虑在极

限的条件下系统的工作品质
。

最重要的问题在

于实际发生的参数误差会不会使系统的性能指

标 (性能指标或成本函数的泛函
,

对于控制矢

量函数或控制参数来说
,

应使它最小
。

性能指

标可以是燃料的消耗量
、

到达 目标的时间
、

要

消耗或者它们中的几个加权和 ) 超 出 容 许 范

围
。

许多寻求最优设计方案
,

最优控制参数以

及极限工作条件的伺 题
,

都可以归结成寻求最

优控制问题
。

随着现代高精度控制系统和计算

机的发展
,

近二十余年来最优控制问题的研究

获得了迅速的发展
,

寻求最优控制的计算和综

合方法也在飞速发展
。

最优控制 的数学解与微

分方程 的参数有密切关系
。

实际上
,

微分方程

一般只是描述系统或装置的理想特性
,

当然
,

所取的数学模型也不可能是同实际装置精确一

致
。

往往系统或装置的参数或有一些变化
,

或

者缓慢偏 离所取的值
。

因此
,

必须在求最优化

问题的数学解以前
,
研究参数变化对系统的影

响
。

例如
,

在实际系统中
,

一般给出系统输出

变化所容许的范围
。

a 。

( 6 y ; 簇b 宜 (i = l , 2 , ”
’

n )

如果输出变量是品质指标
,

那么需要寻求

那些参数变化对输出变量的影响最小
,

那些参

数变化对输出变量影响最大
。

从系统的最优化

观点出发
,

需要估算出每个变量的储备
,

目的

是在容许 的范围内
,

确定系统输出或性能指标

的变化
,

然后使其一般储备最小
,

为此
,

就要

研究系统 的状态或性能指标 (或输出 ) 与参数

误差 (变差或随机变化) 之 间的关系
。

例如
,

如果发现
,

一个参数 值变化 1 %
,

引起一个重

要状态变量的轨道变化10 %
,

这样可 以判定
,

知优系统对参数的变化是灵敏的
。

这时
,

它的

工程最优化的意义
,

可 以说是令人怀疑的
。
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B o d e (] 9 4 5 )和T r u x a l(1 9 5 5 )的工作开辟了

自动控制的新分支
,

提出了灵敏度分析知识
,

灵敏度分析方法或平滑的灵敏度理论 〔1 〕
。

经过B ykh o v sk i,

M e issin g e r和K o k o t o v ie的研

究
,

使系统灵敏度理论及其方法得到进一步发

展和补充
。

他们叙述了灵敏度模型和灵敏度函

数的基本表示法
,

主要涉及的是由于参数的变

化而引起动态系统性能变化的分析
。

第一个灵

敏度分析方法广泛而系统的综述由P. K ok ot vi

和 p
·

c
·

p y tm a n 公开发表于1 9 6 5年 〔2 〕
,

参

考文献包含了 1 57 篇研究经典伺服系统和 近 代

系统灵敏度的文章
。

集中地和系统地研究灵敏

度及其发展是在最近十多年
,

至今
,

在研究灵

敏度理论及其方法方面
,

己有几百篇优秀论文

发表在各种杂志中
。

第二篇灵敏度理论及其方

法的综述发表于 1 9 7 1年 〔3 〕
。

参考文献包含

了1 5 0篇研究经典和近代系统灵敏度的 文 章
,

在 1 9 6 5年综述的基础上
,

做了大量的工作
,

并

有所发展
。

第三篇控制系统灵敏度综合评述的

论文发表于1 9 7 2年 〔l 〕
,

用灵敏度作为 目 的

和工具
,

对现代控制理论及其工程应 用的影响

做了重要而详细的论述
。

除此之外
,

在一些书

刊中记载了大量的成果 〔4 “ 1 4 〕
。

本文的目的是扼要介绍最基本最常用的灵

敏度概念
、

灵敏度函数
、

灵敏度分析方法及其

在现代控制系统中的应用
,

使读者能够从公开

发表的文献和著作中得到启发
,

在研究现代高

精度控制系统 与测量装置时
,

能够充分重视灵

敏度理论及其分析方法对系统最优化性能指标

综合分析设计的重要影响
,

文中并不企图提供

全部成果
。

式中。 , (j 二 1
,
⋯

,
m ) 是系统的参数

。

假如变差参数为 △气
,

那么变分作用可用

下面的微分方程式来描述
。

x = 中
;

(x , ,
⋯

, x
。
; t ; 。 , + △ a ,

⋯

a 二 + △a 。

)

x 。(“) = x

:

(2
.

2 )

(i = 1 ,
⋯

, n )

变差作用 x ,

(t )相应于系统 (2
.

2 )
,

基本

作用 x ; (t) 相应于系统 (2
.

1)
,

被确定的附加

作用是

△x ; = x ‘ (t) 一 大 : (t)

(i = 1
,
⋯

, n ) (2
.

3 )

假定 (2
.

1) 和 (2
.

2 ) 的解对
a ;
是 可 微

的
,

那么附加作用 (2
.

3 ) 是对
a ;

展开的台劳

级数
。

为了进行充分研究起见
,

可采用一阶近

似

△ x ,

(t
, A a , ,

⋯ △a m

) =

(2
.

4 )+.
a△

X�Q

艺j=1

二 基本灵敏度函数的陈述

2
.

1 系统附加作用的分析

让我们来研究下面的系统
。

x ; = 小
;

( x
, ,
⋯

, x
。 ; o , ,

⋯

( i = z ,
⋯

, n )

一 8 一

o 。 )

( 2
。

1 )

相应的变差△aj 将被认为是无穷小量
。

如果初始条件 x :
(o ) = 日

; ,

那么相应于系

统 (2
.

1) 的变差作用初始条 件为 日
; + △日: 。

对于入变差的情况详见文献 〔2
, 3〕

。

2
.

2 灵敏度函数

让我们来研究用非线性微分方程描述的系

统
。

x ; = 动‘ ( x
, ,
⋯

, x
n , t , a : ,

⋯ a 。

)

x ‘

( O ) = x
: ( i = 1 , 2 ,

⋯
, n ) ( 2

.

5 )

式中

x ; -

一系统的相座标

气
—

系统的参数
。

附加作用的形式为

△x 二 U ( x , a ) △a + 。 (△ Q ) ( 2
.

6 )

式中
,
△a

—参数空间元素的变差
, 。 ( △a)

是△ a
高阶无穷小量

, U ( x , a )

—
灵敏度算子

。

在通常情况下
,
灵敏度算 子 是 灵 敏凌 矩 阵



U ·

器
。

其他确定u 的方法
,

即求参数
:
对

座标 x 的影响函数给出在文献 〔1 5
、

1 6〕 中
。

(2
.

5) 式对叭进行微分可得灵敏度方程
。

S , _ 卫丝选型丝里 (2
.

9 )

可得多环系

一工 f旦卜、
.

=
一

寒 {三扛、
=

。a 了 \ a t / a t \。a 亨 /

‘

万「U ‘J

。In p (s)
-

称为对数灵敏度
。

‘

根据线性系统拓朴学的分析
,

统S
丫的表达式为 〔2 〕

睿美
U

一箫
W

S
二
全

二 _

八

(军
p ;
△ 。)。

节刃p ‘△ i (2
.

1 0 )

U ‘j(o ) 二 o

(i
,

k = 1 ,
⋯

, n ; j= 1 ,

⋯
,
m )

由此可见
,

其解为一参数族
。

(2
。

7 )

参数族不仅

由原始方程 (2
.

5 ) 来确定
,

而且还取决 于 初

始值或边界条件
。

灵敏度方程的解不是获得灵敏度函数最方

便的方法
。

寻求灵敏度函数很多是利用模型来

实现的
,

也可 以利用模拟计算机获得灵敏度方

程式的解
。

灵敏度点的方法通常应用于适应系

统
。

在最优控制系统中
,

需更精确地评价系统

时
,

有时要求得到高阶灵敏度函数
。

因为系统的类型不同
,

因此仁对不 同类型

的系统就有不 同形式的灵敏度测度
。

式中△是被研究系统信号流程图的行列式
, p .

为正向通路传输
, △ .

为 相 应它的余因式
,

下

标溉表示含有被变分的参数
Q 的支路除外 ; 式

(2. 1 0) 还可 以用反馈差 F与零反馈差尸来 表

不
o w l
口

: 二

一
~
一 一 (2

。

1 1 )

如果被变分的参数
a
位于在整个的正向通

路里
,

那么 (见 p ‘△ , )
。 = 。, 如 果

。
不包含在

任 一正 句通洛里
,

那 么(习 , 。、
‘:

)
。 =
习 ,

。△ ‘。

刃 、
-

2
。

4 比较灵敏度

2
.

3 结 构 法

研究线性系统灵敏度函数时
,
通常是用结

构法
。

结构法明显地给出了一般控制系统的特

性和简化它的设计模型
。

根据原终结构获得灵
敏度函数的方法由 B “ X q ”“K ”注最早用于电路

和计算装置及其仪表系统精度的研究
,

首先由

原始结构得出附加作用结构
,

即变差 结构
,

西
变差 结构就成为产生附加作用一影响精摩卯
原因

。

对线性非时变单输入单输出系统
, B ed

e
.

提

出了传递函数 T 对参数
: 的对数导数

,

作 为 灵

敏度函数
,

即

‘

「面介绍新的灵敏度公式
,

给
.

出 其
.

他 的

B o de 公式解释和在多变量而同样在非线性系统

中进行综合的可能性
,

这个方法叫做比较灵敏

度
。

些杏甲
一
}
一

亘}
~

{亚心
。{

代

{一一
一

一一一}
一

竺竺
!,

R (
s
)

一

一
— ~ 一卜 云蔽 卫些2兰竺立{

p (
s , a )

七

(b )
‘

(a) 闭环系统 (b)开环系统

Y o
(
s , a )

s r 二
_

一
丝旦工互邑竺2

。In a (2
。

.8 )

这种表示法以后被推广 到系统传递函 数 T

对另一些传递函数的对数导数
,

灵敏度 函数为

让我们来研究如图 l (a)
、

(b ) 所 示 的 线

性非时变单输入单输出的闭环和开环系统
。

含

有参数矢量
“的对象用传递函数p (s

,

a) 表示
。

G (“)和H 归) 表 示 含有不变参数的子系统 (控

制器 )
。

标称对象 p
。

(s) = p (s
, a 。

) 的输 出

一 分一



S (s
, a

)
二

_

_
_

_ 1

因此
,

式 (2
.

x + p (s , a )G (s )H (S ) (2
.

20)

19) 还可 以写成

k产、、刀才

S勺‘
尹.、. .工

:
丫

。

(s ) 二 丫
。

(‘
, 。

。

)与标称对 象 的输入U

== u
。

(s
, 。 。

) 的关系是

Y
。

(s ) = P
。

(s )U
。

(s )

式中

U
。

(s ) = G (s )〔R (s ) 一 H (s )Y
。

(s)〕

(2
。

1 3 )

E c

(s
, 。 ) = S (s , 。 )E

。

(s , ‘ ) (2
.

2 1 )

当研究对象参数的微小变化时
,

可采用一阶近

似计算
,

式 (2
.

2 1 ) 可以写成

对于被变分的对象P(
s ,

o)
,

闭环系统的输

出Y
。

(s
, a )为

Y
。

(s
, 口 ) = P (s

, O )U
。

(s
, c )

.

(2
。

1 4 )

我们定义参数引起的误差为
:

标称的输出和由

于参数变化而引起的实际的输出之间的差值
。

耳p

E
。

(s
, a ) = Y

。

(s ) 一 Y
。

(s
, 。 )

_ 〔P
。

(s) 一 P (s ) o 〕

d y e

式中

S (s )

= S (s )d y o (2
.

2 2 )

1 + P
。

(s )G (s )月 (s )
(2

.

2 3 )

将B od
e公式应用图 1 (a) 的闭环系统

,

就

可得到与式 (2
.

2 3) 相同的表达式
,

即

S (s )
·

P

1

1 + P
。

(s )G (s )H (s )
(2

。

2注)

〔1 + P
。

(s )G (s)H (s )〕

G (s )R (s )
,

一
尸 、

一

万石下‘两百
~

压画两百
一 、‘

.

剑
现在研究图 1 (b) 的开环系统

,
一

它具有图 l

(a )闭环系统同样的标称对象输入
,

即

U
。

(s ) = U
。

(s ) (2
.

1 6 )

这就 保证被 比较的两个系统将有相同的标称响

应
,

因为
、

Y
。

(s
, 侧

。

)二 Y
。

(s
, Q 。

) = Y
。

(s )

或者

T
。

(s )
.

= P
。

(s ) G
。

(s )

P
n

(s ) G (s )
1 + P

。

(s )G (s )h (s )

开环系统引起的误差为

(2
。

1 7)

= Y
。

(s ) 一 Y
。

(s
, 〔 )

二 P
。

(s )U
。

(s ) 一 P (s
, a )U

。

(s )

_ 〔p
。

(s 一 )P (s , 。 )〕G (s )H (s )
一 i 事P

。

(s )e (s )H (s )
-

(2
。

1 8 )

因此
,

对于线性非时变系统
,

在对象参数偏离

标称
一

值发生微小变化的这种特殊情况下
,

比较

灵敏度函数等于B od e灵敏度函数 S
:
。

, 一

同理
,

可以把比较灵敏度推广到多变量线

性非时变系统
。

我们再一次利 用 图 1 (a ) 和

(b )
,

只要把所有信号看作矢量信号
,

把所有

的传递函数看作矩阵传递函数
,

于是得到

E c = S E o (2
.

2 5 )

式中S力比较灵敏度矩阵
,

定义为

S于 (1 + PG H )
一 ‘ (2

.

2 6 )
.

2
.

5轨道灵敏度函数

上面介绍的比较灵敏度的基本概念里涉及

到了开环和闭环的参数引起的误差
。

现在我们

介绍另一种方法
,

即轨道灵敏度函数
。

由研究微分方程的解与参数的依赖关系能

够得到参数变分的另一种方法
。

假如 y(t
,

的

是依赖于参数矢量
及
微分方程的解

,

那么
,

由

于参数变分6 。所引起的系统输出矢y (t
,

a) 的变

分
,

可采用一阶近似计算得

S
产r、

O。
E

由 (2
.

1 5 ) 和 (2
.

E c (s
, 〔) 二

1 8 ) 得

E o

(s
, 。 )

。y (t
, ·
)二

伞(俐
“一

(2
。

2 7 )

1 + P (s
, d )G (s )H (s )

石2
·

1 9〕

澳批是闭环和开环参数 引起的误差之间的关系

本 我们定义比较灵单度函羚S(
, , 。

)为

一劝份

此变分正好是参数引起的误差 (精确到一阶近
似夕誉

e (t
, “ )芍 y , (t

, 口 , ) 一 y(t
, “ )考 6y吸‘

, a

)
〔2

, 2 8)



偏导数

卫
,

X
一 = 。‘ (2

.

2 9 )
勺砚 ‘

称为轨道灵敏度函数
。

在某些应用中
,

特别是在模拟计算机仿真

系统中
,

用另一种灵敏度函数
,

即

s = 一

黑
-

O ln q i

(2
。

30 )

称为对数轨道灵敏度函数
。

2
。

5 一般系统的比较灵敏度
·

在 2
.

4中讨论了线性非时变系统的比 较 灵

敏度
。

下面我们把比较灵敏度推广到更一般的

系统
。

现在考虑非线性时变系统
x = f (x

, u , a , t) (2
.

3 1 )

y = h (x
, r , a , t) (2

.

3 2 )

式中x 为状态变量
, r
为系统的输入

, u为对象

的 (控制 ) 输入
, a

为参数矢 量
。

我们考虑两

种结构
,

一种是闭环情况

u = u :

(t
, a ) “ g (y

, r , t) (2
.

3 3 )

另一种是开环情况

u = u 。

(t) 二 g
。

(r
, t) (2

.

3 4 )

对标称参数矢量
a 。 、

所有的t以及所有容 许 的

输入
r
(t)

,

我们要求
u = u 。

(t
, a 。

) = u 。

(t
, a 。

) (2
.

3 5 )

此地用y
。

(t
, a ) 表示闭环输出

,

用 y
。

(t
, a ) 表

示开环输出
。

用式 (2
.

3 1 ) 和 (2
.

3 2 ) 对参数

气进行微分
,

经过 运 算 简 化 后
,

得 到 联 系

或 、

6 y
。 = 5 6 y

。

(2
.

3 8 )

但是
,

用一阶近似计算得
。。

(t) = 6y ‘
, e 。

(t)

= 6y
。 ,

因此
e 。

(t) = S e 。

(t) (2
.

39 )

这就是我们寻求的 比较条件
,

也是对于线性非

时变情况的推广
。

我们能够把上述结论推广 到 更一般 的 系

统
。

这些系统是分布参数系统
、

离散系统和夏

合系统
,

用算子形式表示的时变线性系统灵敏

度
、

用算子表示的一般系统的 比较灵敏度 以及

在有干扰输入和初始状态响应项时得到的非时

变模型和非线性系统的比较灵敏度算子
。

2
.

6 灵敏度的间接评价

在时域里除了直接确定附加作用以外
,

还

采用间接的灵敏度评价 〔1 7〕
。

对于简单的单

环系统
,

可以用系统的幅相特性图 解 来 得 到

〔1 8〕
。

附加作用的直接计算评价
,

用频率法是困

难的
,

平方指标是一种最方便的计算方法
。

例

如
,

附加作用的标准离差 a 。
二 “

取决于参数的变

差
2

、、产
Q

‘用....1、

‘a乙a
:
、2 }。

_
-

一
:0

)一广、、目2

口 二

Qy
。

。a j

和

釜
一的线性时变算子宫 使得

律意
是式

龟牲一
=

言2 工生
~

(2
.

3 6)
。a 5 O a j

此线性算子对所有的
j是相同的

,

也就

(2. 36) 鸳
苍 ‘, “, : : : , ”的瑜当灵敏 摩联

系起来
。

由于 S 的这种性质
,
我们可将式 琢2

3 6 ) 乘以d a z并求和

睿街
d · , =

‘

睿街
d · ,

蓉2
·

3 7 )

沪(。)d。 (2
·

4 0 )

式中沪(哟 是输入信号的频谱密度
。

对于按照随

机规律的慢变化变差
,

在文献 〔1 9 〕中有关于

“

:
:

的描述
。

另一种间接评价是用代数方 法
,

即系统响

应求值不变的一种方法
。

这种方法是
,

当系统

参数偏离标称值发生微小变化时
,

确定系统极

点有如何的灵敏性
。

如果一个特殊的参数极点

灵敏度是已知的
,

那么由于参数的 微 小 变 化
(误差

、

公差等)
,

‘毛

其极点位置总的改变就很

寰易计算出来
。

洛种方棒是描述线性反馈蒸邻
动态误叁分析的叫种简单方法。

下两让我们研窍如国2 所示的单环孚缤的

尸冬子一



极点灵敏度
。

犷
’

W (s ) =

图 2 的闭环传递函数是

G (s)
1 + G (, )

(2
。

4 1 )

式中开环传递函数是

G (s ) ==
K (s + z :

(s + q ,

(s + z : )

(s + q Z

)

(s + z 。 )

(s + q
。

)

定多环系统闭环极点的灵敏度
。

·

上述代数评价方法
,

实质上是用给定开环

参数变化的百分数
,

如极点变化的百分数
,

去

决定闭环极点灵敏度
,

进而得 到闭环系统响应

不变的计算
。

、,一、户

(2
。

吐2 )

W (s) = K (s + 2 1
) (s + z ,

)

(s + P ;
) (s + p Z

)

(s + z m

(s + p
。

2
.

7 性能指标灵敏度

与相对灵敏度

(2
.

4 3 )

式中
z ; ,

⋯
, z 。

为开环传递 函数的零点 ; q : ,

·

⋯
, q

。

为开环传递函数的极点
, p , ,

⋯ p
。 ,

为

闭环传递函数的极点
。

在参数微小变化的情况下
,

可采用台劳级

数展开一阶近似计算
,

得到由于开环极点变化

闭环极点的灵敏度为

_ P 一 1
万 二 二 一 二

明 一

坎 弋一 p l)
‘

q 1 F I 一 甘 l
(2

.

4 4 )

其中K (一 p ,

) 表示W (s)在S =
‘

一 p ,

点的留数
。

一般写作

s ” =
_ 一

久一 K (一 P)
, P 一 q

(2
.

4 5 )

灵敏度设计方法分成两个范畴
:

绝对灵敏

度和相对灵敏度〔2 0 )
。

绝对灵敏度所关心的是

系统的某个量由于某个参数的变化所引起的改
.

变于 例如传递函数
、

系统的输出
、

带通滤波器

的调谐频率等
。

对于最优控制而言
,

如果参数的标称值用

。 。

来表示
,

那 么性能指标的增量为

乙工= J *

(t
。 , x , 。 ) 一 J *

(t
。 , x , a 。

) (2
.

4 9 )

△ J可以为 正
,

也可以为负
,

取决于参 数 的 变

化
。

一

”
系统参数在标称值附近展开J ,

(t
。 , x ,

心 为台

劳级数 , 可 采用一阶近似计算得

用同样的方法
,

可得零点和环路增益 的灵

敏度是

△: 二 习
“

型
t : 主花卫 1 }

。。

i 刁 1 1 (2
.

‘

5 0 )

S 二
l tl

,
·

, 、

一
二一

- -

一一 五、、一 P 夕

p 一 Z :

(2 ; , 4 6 ) 因此
,

l 五= a j
。

我们得 到性能指标灵枚度函数为

s:
·

吞
K (一 ”,

S =

“

竺一
。

‘

拼
:
几)

_

(2
。

注7 )
Q 仪 遨 (2

.

5 1 )

由于开环极点和零点的微小变化闭环极点

总的灵敏度是

la
, = a ; 。

.

相对灵敏度是描述性能指标的 变 坏 程 度

的
。 ’

例如
‘

性能指标是二次型的
,

则相对灵敏度

为
- ) - 争

.

一 ) 一)

瞥,u*)仆一
咬

」
J ( v u *

)
S 〔V

, u (t)〕=

扩丸
.

亿一+S+

冬
�一·

,n
二

7

扩电
.

-S扩q+
S

告。一{
一

瓦) 一,

个
卜

.

一
_ 图 2

.

简单的 闭坏系统 式中J (甲
, ,

u *
) 是用最优控制

( 2
。

5 2 )

若
“

与系统参数的

’
‘

因此
,

任何闭环极点到所有开环系统极点

和零点的灵敏度为 l 。

决定单环极点灵敏度的方法可以推广到决

标称值节
=

诃得 出 的性能指标的极小值
。

两

种方法的 目的都在于使系统的灵敏度为极小
。

设计中要考虑的往在是参数的 大 偏 差 情

一铭一



况
,

.

这时考虑相对灵敏度
。

·

设计中
、

的一种思想

是选择控制
u ,

使性能指标 J尽可能接近 在 参

数 v 的一切可能值处的极小值
,

这时定义一切

受控系统的灵敏度是
‘

’ ·

S (叹 ) = m a x (u , v

‘一 )

V

设计
」

的方法就是要选择控制
u

极小
。

即求
一代卜 - )

m in m a X S ( u , v )

(2
.

5 3 )

使 S (u ) 达到

(2
。

5 4 )

这就是所谓的极大极小值问题
。

对于单输入线性系统
,

一

如果有二次性能指

标
,

那么‘个基本可能结果是
:
闭环装置比开

环装置更好
,

这意思是说
,

对于每个状态变量

的误差平方的积分
,

闭环情况的这个值总 比开

环的更小矿最有意义的是
一

(但有时是所不希望

的结果之一 )
,

当用开环或用闭环对一个带肴

变化参数的装置实现最优控制时价值函数出现

的灵敏度
。 ‘

可能认为
,

(通过把伺服系统的理

论结果推广)
,

如果用最优的闭环系统与一个

最优的开环系统作 比较时
, 闭环系统价值函数

极小值的灵敏度会比较小
,

这种看 法
‘

是 错误

的
,

至少对一大类最优控制问题是如此
。

在文

献
‘

〔21
, 2 2 〕中已经证 明

,
’

对有二次价值函数

的线性系统
,

不论是开环 还是闭环控制
,

它的

价值函数的灵敏度是相同的
。

在文献〔2 3 〕中宝正

明了一大类非线性系统和性能指标 的 最 优控

制
,

不论是开环还是闭环
,

它们的灵敏度是等

价的
。

当然
,

价值泛函灵敏度不变 性 这 个 事

实
,

.

并不意味着对设计最优反馈系 统 不 必 注

意
,

还有许多与灵敏度有关的问题需要考虑
。

最优系统的灵敏度在文献 〔2 4
, 2 5〕中进行了研

究
。

‘
_ _ ‘ -

变量 x 不再是 参数的函数
,

详细论述可参阅文

献 〔4 〕;
离散系统 〔2 6 ~ 3 2 〕

、

分布参数系 统

〔3 3
, 5 4 〕

、

非线性系统 〔5 5 ~ 3 7〕和自适应系统

〔38
, 3 9〕 等灵敏度函数 (或灵敏度方程 ) 分别

在相应的文献中做了详细的介绍
,

这里就不再

重复
。

上述的灵敏度函数决不是仅有的可用的灵

敏度函数
,

而只是最基本的最常用的一部分
。

由于各类系统有它自己合适的定义
,

因此就不

能有灵敏度通用的定义和测度
。

例如
,

对振荡

器而言
,

振荡频率和振 幅灵敏度的概念远较轨

道或性能指标灵敏度适用
。

一般来说
,

如果它

有实际意义 且对最优化综合设计分析有用
,

那

么任何灵敏度定义都是有效的
。

一vtu

2
.

9 灵敏度降低准则

1
.

线性非时变系统灵敏度降低准则

综上所述
,

比较灵敏度矩阵把开环和闭环

结构中参数引起的误差 的拉 氏变换 联系起来
。

C华2 和
·

P“rki ns 建议系统灵敏度 比较用泛函表

示
,

此泛函由参效 引起的误差的二次型组成
,

‘

即
·

性。。,旨标
=

l;
‘·’ (t)o ·(, )“

·

(2
·

5 5 ,

若有一个固定的半正定矩阵Q,
,

“
.

户 t : 丫

“ , Q e 。 “) “, 簇 3
。 “o (t)Qe o (t)d t

(2
。

5 6 )

对于所有的输入
r (t)和所有的 t :

〔〔o
,

co 〕
,

使得

t ‘ r T

Q rd t < co

2
。

8 其他类型灵敏度函数

我们就说图 1 (a )的反馈结构不如图 l (b) 标称

等价的开环结构灵敏
。 e 。

(t)和 e 。

(t)分别为图1

_

(a) 和 (b) 闭环和开环系统的误 差
。

不 等式

(2
,

5 6 ) 能够用频率域准则来表示
,

即对于所

有的 t
‘

。 : 。
,

co )
·

,

使得又
‘1 : ·o r d t < co

,

贝,j式

心 O

e

毛(
t)o e 。

(t) ‘t 成立的

一玲一

认O门、、、叼上面简述了含有非时变参数a 的系统
」

。

有

时变参数
a (t )的系统问题困难较多

,

因为状态 污;
‘·

:‘
t ,Q二 (‘)“成



充分条件是
,

对于所有的实效。有

Q 一 S T

(一 j。)QS (j。)》 o (2
.

5 7 )

若 e
。

(t) 是任意的平方可积矢量
,

则条件
.

(2
.

57 ) 也是必需的
。

对于单输入单输出系统
, S 和Q都是标量

,

对于所有的。 ,

式 (2
.

5 7) 变为

JS (j。) }镇 I (2
.

5 8 )

这个准则和Bod
e
灵敏度一起

,

都被用来作为设

计准则
。

当单变量闭环系统设计满足式 (2
.

58 )

时
,

按照如下意义

互忿
·

: (
t)‘t、

了忿
·

: (
t, ‘t

(2
。

5 9 )

此系统不如有相同传递 函数的开环系统灵敏
。

2
.

一般系统的比较灵敏度降低准则

一般系统的灵敏度降低准则
,

是 〔4 〕中对

于线性非时变系统建立 准则的推广
。

在
一

二

}}6y
。

的意义 上
,

}传

}1《 }}6 y
。

!】

系统沪
:

不如系统沪
:

灵敏
,

《I

(2
。

6 0 )

若

(2
。

6 1 )

而且
.

,

若这些算子定义希尔伯特空 间 中的 变

换
,

则式 (2
.

60 )成立的充分条件是 (I 一 S * S )

应为非负算子
。

三 灵敏度理论在现代

控制系统中应用的概述

1
.

灵敏度作为 目的

研究灵敏度理论的
“
黄金时代

” ,

主要对

灵敏度发展有影响的是用计算机方法获得灵敏

度函数
,

特别注意于研究下面各类动态系统灵
‘

敏度的算法和计算机方 法
:

连续系统
、

离散系

统
,

单输入单输出多变量系统
,

用状态变量描

述的系统
,

时间延迟系统和分布参数系统等等
。

目前
,

灵敏度理论及其分析方法还广泛应用于

控制系统的其他诸方面
,

如稳定性
、

能控性
、

一选4一

参数的不变性和最优自适应的最优化等等
。

2
。

灵敏度作为工具
.

利用计算机方法计算灵敏度函数
,

很早就

研究了测辨的算法
,

参数的最优化和自适应控

制系统的综合等
,

用以满足最优的性能指标
。

现今引入灵敏度理论及其分析方法
,

是去解决

各种重要的现代控制系统中最优化的问题
,

这

也是 当前自动控制理论的中心问题
。

用灵敏度理论及其分析方法作为目的和工

具
,

对现代控制系统及其装置进行最优综合
,

可简述为下面几种类型
:

(1 ) 随动系统的最优综合设计

如前所述
,

灵敏度是现代控制系统品质的

重要指标
,

也是随动系统和高精度 仪 表 系 统

(精确度
,

稳定指标
,

过渡过程时间
,

超调量

等等) 的重要指标之一
。

用灵敏度理论及其分

析方法
,

能够提出和解决带有变参数最小灵敏

度系统结构的综合
,

改善典型的随动系统稳定

特性
,

提高动态和静态精确度
,

选择最大稳定

特性的最优校正装置和结构方案〔40 〕
。

(2 ) 灵敏度受限制条件下的最优化

灵敏度受限制条件下的最优化包括性能指

标的最优化
,

此法的主要目的是选择系统的期

望响应和灵敏度的折衷方案
。

当系统的参变量

增加时
,

则增加了计算量
,

这时在计算机上编

排程序时必须增加计算机的存储 容量
。

(8 ) 不灵敏系统的综合

不灵敏系统的综合分两步
:
第一确定标称

装置的最优控制
,

第二实现灵敏度的最优化
。

在〔4 1〕中H en so n 和W
o m a e k提出

a
时域非敏感

的特定最优控制系统
” 一文

,

讨论了一个在时

域进行设计的算法
,

对于固定系统结构而参数

发生慢变化或有一些非随机扰动的情况下
,

方

法是在最优指标中除状态偏差外加上一个灵敏

度指标
。

(4 ) 网络综合设计及信息

传递的最优化〔9 , 4 2 〕

确



(6 ) 参数测辩

用灵敏度函数描述被确定的性能指标
,

对

输入信号进行最优综合 , 在文献 〔4 4〕中进行了

灵敏度分析
,

包括参数解的灵敏度和质量判据

对参数的灵敏度
。

一

二

(6 ) 最小灵敏度的最优控制的综合 丁

系统最优化在很大程度上取决子研究者和

设计者对系统特性知识熟悉的程度
。

对于许多

物理过程
,

一般来说
,

能够用数学方法描述
。

模型的精确度在最优控制理论的实际应阳中是

特别重要的
。

利用灵敏度理论及其分析方法能

够对最优控制模型的精确度进行综合分析
,

最

后可以得出最小灵敏度最优控制的 数孚模 型
〔s

, 4 5〕
。

’
‘

-

(7) 准最优控制系统的综合

能够保持系统的性能指标接近于最优称为

准最优
。

在文献〔4
, 4 6〕中详细论述了准最优控

制性能的最优化
。

(8 ) 计算机辅助网络设计的最优化

计算机辅助网络设计除了部分门电路外
,

由线性网络
、

非线性网络
,

其中包括差分放大

器
、

有源滤波器
、

桥式电路等组成
。

利用灵敏

度分析方法
,

能够对上述网络在频率域或时域

进行最优综合设计和公差分析以及用计算机进

行自动设计〔4 7
, 4 8〕

。

(9 ) 对大系统进行最优综合设计

首先对分系统进行最优综合
,

以满足控制

系统的最优性能
,

然后再对大系统进行最优综

合
,

以满足大系统的最优性能
。

经济系统是典型的大系统
。

灵敏度受限制

的 最优控制对国家制定经济政策得 到成功的应

用 〔2 0 〕
。

灵敏度理论在自动机
、

诊断机
、

可靠性和

其他工程控制领域方面
,

引起了各国专家们的

很大注意
,

并 且得到非常广泛的应用
。

.

现代灵敏度理论的内容比较广泛
,
它研究

各种现代系统及其装置性能指标与诸参数之间

的关系
。

经过近十多年集中研究系统灵敏度理

论
,
意识到灵敏度理论已不再考虑作为一门独

立学科
,

而是作为现代工程控制论中的一个重

要组成部分
,

其发展速度是异常惊人的
。

,

二

就其未来的发展前途看来
,

在最近及其将

来很难改变上述考虑
,

因为灵敏度理论及其分

析方法
,

在现代各种控制系统及其装置性能最

优化的综合分析中
,

已经得到了成功的应用
。

而且考虑到未来的发展需要
,

可以做出灵敏度

理论及其分析方法 的结论
,

即好的 灵 敏 度 理

论
、

灵敏度分析方法
、

灵敏度点将继续应用于

下述控制的诸方面 。

1
.

考虑到装置参数变化和不确定性而实

现的最优控制系统的综合 (不灵敏系统
,

准最

优控制等等 ) 。

2
.

简化与解决各种控制问题中计算上的

困难 (大系统的控制
,
近似计算方法

, 网络的

最优综合分析设计
,

改善精确度等等)
。

3
.

把在 1 和 2 中得到的结果与用不考虑

灵敏度分析方法
,

例如自适应 系 统
,

极 大 极

小
,

去藕
,

极点配置
,

统计方法
,

学习方法
,

不变性理论等得到的 结果进行比较 和 相 互 联

系
。

4
.

在用计算机产生灵敏度函数和其他灵

敏度测度方面会有更进一步进展
。

五 结 论

四 未来的发展动向

综上所述
,

灵敏度理论研究的主要工作在

于贡献灵敏度函数的方法
、

比较灵敏度函数的

方法
、

灵敏度理论方 法的综合
,

而且将它们哎

用于各种最优 化的系统中
。

目前
,

最优化领域将沿着理论和实际应用

相结合的途径进一步发展
。

就 其 近三十 多 年

Q 9 4 5年至今) 发表的论文和 著 作看 来
,

现

代灵敏度理论及其分析方法对系统 最 优 化 已

一几万一



经产生了重大的影响
,

而且正在继续应用于一

协方面
。

·

工程控制论中的新方向—动态系统

灵敏度理论
,

巳使人们有可能在原则方面建立

一致的看法
,

去解决自动控制领域中的各种最

优化问题
。

-

本文经北京邮电学院陈克文老师
、

‘

沈阳 自

动化研究所王松才和播裕焕同志审阅修改
,

特

此致谢
。
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