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双臂机器人位姿的方向可操作性
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摘 要 机器 人位姿的方向可操作性是指在当前位姿状态下末端执行器沿指定方向的传速性能

和传力性能
.

本文提出了双臂机器人沿给定方向的广义速度和广义力的可操作性概念
,

定义了双甘机

器人在给定方向上的线速度 / 角速度可操作性测度
、

力 / 力矩可操作性侧度
.

文章最后给出了具体的分

析与应用实例
.

关健词 双臂机器人
,

速度可操作性
,

力可操作性

1 引言

确定机器人的最佳操作位姿和最佳操作方 向
,

有效地完成一定的操车任务
,

是机器人系统

运动优化的一个重要方面
,

引起了国内外学者的广泛兴趣和关注
〔, 一 ‘〕

.

文献【1
, 2〕讨论了双臂机器人系统的可操作性椭球及其可操作性测度

,

试图确定双臂系统

的最佳操作位形
.

本文探讨双臂机器人位姿的方向可操作性
,

包括沿某方向的广义速度可操作

性和广义力可操作性
,

为进一步确定双臂机器人的最佳操作方向和最佳操作位形提供理论上

的依据
.

与单臂机器人一样川
,

双臂机器人系统可视为一传动系统
,

该系统的输入为二操作手的关

节速度和关节驱动力
,

输出为被操作物体的运动速度和所受的作用力
.

机器人位姿的方向可操

作性即是指该系统在当前位形状态下沿指定方向的传速性能和传力性能
·

对于速摩可操作性
,

在当前位形状态下
,

系统若能以较小的关节速度使物体沿指定方向获得较大的运动速率
,

则认

为沿此方向双臂机器人位姿的速度可操作性好
;
若物体沿指定方向不能运动或运动速率低

,

则

认为沿此方向的速度可操作性差
.

对于力可操作性
,

在当前的位形状态下
,

系统若能以较小的

关节驱动力对物体沿指定方向施加较大的作用力
,

则认为沿此方向双机器人位姿的力可操作

性好
;
反之就差

.

本文以此为基础
,

提出了双臂机器人速度和力的方向可操作性理论
,

定义了双

臂机器人方向的力 / 力矩可操作性测度
、

线速度 /角速度可操作性测度
,

并给出了这些测度的应

用与分析实例
.

2 速度的方向可操作性测度

双臂机器人系统坐标框架的设置如图 1 所示
.

在世界坐标框 F ,
中

,

设物体质心处操作空

间状态向量为 x 。
任R ’ ,

二操作手 自由度均为
n

.

在本文讨论中假定二操作手 R ob l 和 R ob Z 对

物体均为紧固抓持
.

于是
w T

。
(x

。
) = 毋T

。

“T
. ‘
(g

‘
)

. ‘
T

。
(i = l

,

2 ) (l )

式中w T
、
任 R 呜x 心

表示坐标框 F ,
相对于坐标框 F ,

的位姿
; ‘

孔
‘
任 R

‘又 ‘

表示坐标框 凡
‘

相对于坐
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标框 F
、

的位姿
; ‘iT

。
任R

‘义 ‘

表示坐标框 F
。

相对于坐标框 F
二 ‘

的位姿
.

由式(l) 可求得

x 。
= H

‘
(g

‘
) (i 一 l

,

2 ) (2 )

令 J
‘
(g

‘
)= a H

‘
(9

.

) / a 叮
‘ ,

显然
,

J
‘
(g

‘
)可视

为操作手 R o b i 的雅可比矩 阵“ ~ 1
,

2)
.

于是

r V 门
云。
一
L
。

」一
J “。

‘
,“

(3 )
r J

二 门

= }
_

}啥
‘

(i 一 1
,

2 )
LJ * J

一 ’

图 l 双臂机器人坐标框系统

式中v 任R ‘ , ,
。〔尺、分别为物体的线速度

和角速度
; m = m

;

+ m
Z ; J 、任R 气

“ “ ,

.I,
。
任R 、 ” ‘

分别为 J
‘
(q

,
)的二子矩阵

, i一 1 ,

2
.

2. 1 速度可操作椭球

设 寸= 〔奋丁讨曹]
T ,

由式 (3 )可得

l旧
Jr-卜阿J1 1陌」

「
云。

‘工O

J
一。

(4 a )

(4 b )

(4 e )

门J洲
�

|卜J飞
l

比」

VV田田r!lseJtes
,eeL

将关节空间 尸
月

中的单位椭球

映射到操作空间 R ‘

中
:

。

一〔二:〕
’

〔[
‘
’ , 2

〕
’

:
’

[
‘’ , 2

:
‘

[二:〕
-

将上式展开推导可得

全T

[ ( J
:
J丁)

一 ’ + (J
Z

刀 )
一 ‘

〕分 ~ 1 ( sa )

式 ( 5a )即为双臂机器人在空间 R ‘
中的广义速度椭球

,

记为 E Dv -.

同理
,

由式 ( 4 b )
、

式 ( 4c )可分别推得双臂机器人在空间 R ,l 的线速度椭球 E *
、

在空间 R 、

的角速度椭球 E 、为

E
D , :

V T
〔( J

l,

几 )
一 ’

+ (J
Z ,
J升)

一 ‘

〕V ~ z ( sb )

E 、
:

扩 [ ( J
, 。

几 ) 一 ’

+ (J
2.

几 )
一 ’

〕, 一 l ( se )

2. 2 速度的方向可操作性测度

如图 2 所示
,

u
,
呀 R 。为物体线速度 粉的单位向量

,

声为线速度椭球 E 、的中心沿方向队

到椭球表面的距离
.

显然 夕反映了系统从关节速度到物体线速度之间的传速性能
〔们

.

夕即可定

义为双 臂机器人在方向 U
,

上的线速度可操作性测度 D MMU
,

.

由于阳
,

为线速度椭球 E * 上

的一点
,

它必须满足方程 ( sb ) ,

于是
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///// 夕夕夕

图 2 速度的方向可操作性测度

(阳
:
)
T

[ (J
: ,

开)
一 ‘

+

(J
: ,

吞 )一
’

] (月口
:
) = 1

由上式可求得线速度的方向可操作性测度为

D MMU
,
= 夕= (叨〔(J

l,

几 )
一 ‘

+

(丙
,

吞 )
一 ,

r
,

}
一 ‘l,

(6a )

同理可定义双份机器人在方向 U : (U
:
〔R 、

为单位向量 )上 的 角速度 可操作性侧 度

D MMU. 为

D MM认 = 月一 <研 [ (J
I

J 孔)
一 ’

+

(J
,

J 乙)
一 i

]U
:

}
一’/ 2 (6 b )

D MM U
, ,

D MM U
.

在一定程度上反映了双臂机器人在方向 U 上对物体的传速性能
.

由上述定义可知
:
D MMU

, ,

D MMU
.

的最大
,

最小值分别为椭球 E Dv
,

E D- 的长轴和短轴的

长度
.

3 力的方向可操作性测度

如图 3 所示
,

二操作手对物体的广义作用 力及关
rF

。 门

节驱动力分别为 F
、
~ l_

‘ 一

l
,
ri 任R’

.

这里 F ‘
任 R ‘ ,

F介

L 户 . i J

e R 气
,

F
, 、
e R 、

.

F
:

和 F
:

的合力 F ~

补 一 J ‘
(g

‘
)
T
F

‘
(i ~ :

由式 (7) 可得

「F门

LF
.

」
·

, ”么

,

2 ) (7 )

兀 一

〔却
一 〔刀〕

十

一即
ri

图 3 二操作手对物体的作用力
式中 J * 任R 、 “ “ ,

人
‘
任R 、 x ’

为矩 阵〔J
、
(q

‘
)
T

丁的二子

矩阵 (i ~ l
,

2 )
.

设 r 一 【订订〕
丁 ,

于是

F 一 F
:

十 F
:
~ 【(J丁)

十 (刀 )十〕
r

F , 一 F f ,
+ F 。 一 〔J fl J 厂

2

」
r

F

一
F . ,

十 F . :

一 〔J二 J ·:

〕
r

将关节驱动空间 r
“

中的单位椭球
rT r = l

映射到相应的力操作空间 R “

中

rT r ~ F
T

{〔(君 )十 (刀 )十 ]
+

}
丁

[ (叮 )十 (刃 ) +
]
十 F = l

将上式展开可得

尸
T

[ (J
:

刀 )
一 ’
(J

:

刀 )
一 ’

〕
一 ‘F = l

式 (9a )即为双臂机器人在空间 R ‘

的广义力椭球 E Dj~
.

同理
,

由式 (sb )
、

式 (8。 )可分别得到在空间 R 气的力椭球 E Dj
、

在空间

为

(sa )

(sb )

(se )

(g a )

R 、的力矩椭球 E、
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E Dj
:

耳(J
l了

几几了

乃 )
一

lF
, 一 1 (9b )

E D-
:
F二(J 俪

几 几
.

几 )
一 ’
F
。
~ 1 (9c )

与速度的方向可操作性测度推导一样
,

由式 (g b )
,

式 (g C )可分别定 义双臂机器人在方向

U
,

上的力可操作性测度 D MM U 厂
,

在方向 U
,

上的力矩可操作性测度 D MM氏 分别为

D MMU, ~ [U 不(J
:了

乃 + J
: 了

易 )
一 ‘
U

,

〕
一 ‘/ ,

(lo a )

D MMU
. :

[仍 (J
I.

几 + J : .

瓜)
一 ‘
U

Z

〕
一 ‘/ 忍 (lo b )

D MMU,
,

DMMU- 在一定程度上反映了双臂机器人在方向 U 上对物体质心处的传力性能
.

同样地
,

D MMU,
,

D MM氏 的最大值
、

最小值分别为椭球 E Dj
、

椭球 E D- 的长轴
、

短轴的长

度
.

下面讨论单臂机器人和双臂机器人之间有关可操作性的关系
.

与双臂机器人一样
,

可定义单臂机器人的有关可操作椭球及方向可操作性测度如表

示
.

考虑到 丈vJ 弄
,

去J 几均为正定矩阵
,

于是

研 (J
l v
J几)

一 ’

+ (J
: v

踢 )
一 ‘

〕U
:

) 研 (J
I

J 兀)
一 ‘
U

I

沂 (J
1.

几 )
一 ‘

+ (J
Z .
J孔)

一 ’

〕U
:
) 研 (丈

.

几 )
一 ‘
U

Z

表 1 单铃机器人和双臂机器人之间关于可操作性的关系

指指标标 单臂机器人人 双臂机器人人

广广义速度椭球球 《戈 l犷 (J
,
J了)

一 ’戈= 1 }}} {戈 !戈了(J
.
J了) 一 ’+ (J

:
J万)

一 ’
〕X = 1 }}}

线线速度椭球球 {V }V T (J
‘。J兀)

一 ’V = 1 }}} {v }v T (J
:

J 孔)
一 ’
+ (J

: 。
J工)

一 ’

] v = i }}}

角角速度椭球球 {. , .
T (J

‘

J 兀)
一 ’。 = l }}} 《。 l.

T (J :

J 孔)一 ’+ (J :

一孔) 一 ’
] . = l }}}

广广义力椭球球 艰F IF了 (J
,

J万)
一 ’
F = l 》》 {F !F

T (J , J丁)
一 , + (J

:

刀 ) 一 ’
〕F = 1 }}}

力力椭球球 《F ,l 歼 (击,J 7, )
一 ’F了一 1}}} 《F, l丹(J

1

,J T, )
一 ’

十 (儿IJ丢)
一 ’
〕F. = 1}}}

力力矩楠球球 {F一F工(去. J几)
一 ’F . = 1}}} 艰F- IF工(J l- J7- )

一 ’十 (几 . J乙) 一 ’〕F- 一 1}}}

UUU
,

方向上的线速速 S MM U
一
=== D MM U

.
===

度度可操作性测度度 [ [吓(J
‘

J 兀)
一 ’[ I,

]
一 ’/ ttt {UT (J l ,

J孔)
一 ’+ (J :

J 毛)
一 1
〕U

, }一 t ,盆盆

UUU : 方向上的角速速 S MM LJ
一
=== DMM〔!

。
===

度度可操作性测度度 〔U 丁(了,

J 兀)
一 ’U

z

]
一” 222

《U万(J ,

J 孔)
一 ’+ (J :

J 孔)
一 ’

〕U
: }

一 ’, ...

UUU :

方向上的力力 S MM U 了=== DMM U 了===

可可操作性侧度度 [t了7(J
‘

,J 香)
一 ’U

,

〕
一 ’, 222 {叮(J ,

,J T, )
一 ’+ (J :了了朴)

一 ’

〕U
: }

一 ’, 忿忿

UUU : 方向上的力矩矩 S MM tl一 === D MM〔1 . 二二

可可操作性侧度度 以叮(J
; . J几)

一 ’U :

〕
一 ’jZZZ 人叮(J l . JT. )

一 ’+ (J : 一J L )
一 ’

犯
: )一 ’/ :::

DDDDD MM U
.

《m in 《S MM U
, , ,

SMMU
. : }}}

DDDDDMM U
一

《m in 爱SM MU
一 1 ,

SMMU ‘ }}}

DDDDDMM U , ) m in 《SM MU , , ,

SMM U 介 )))

DDDDD MM U . 》 m i。《S MM U 一
,

SMMU
. : }}}

表中 戈e R .

F e R .

V e R 一 1 . 任 R . Z U
一
e R 一 l

F 了任 R 川 F . 任 R ‘ U : e R 川

根据速度的方向可操作性测度定义可知

D MMU
。

镬 m in {SMMU
, , ,

D MM认 镬 m in {SMMU ‘ ,

SMM认
:

’飞
SMMU 。 }J

1 所

(1 1 )
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式 (1 1 )表明
:

在任一方向上
,

双臂系统速度的可操作性测度小于二操作手速度的可操作性测

度
.

同理根据力的方向可操作性测度定义可知

{
D MM U ,

) m a x {SMMU 了
l ,

SMMU 。 }

D MM氏 》 m a x {SMM氏
: ,

SMM氏
:

}
(1 2 )

式 (1 2 )表明
:

在任一方向上
,

双甘系统力的可操作性侧度大于二操作手的力可操作性测度
.

需指出的是
,

由式(sa)
、

式 (9a )可知
:

与单份机器人一样
,

双份机器人广义速度椭球 E、的

长轴 /短轴分别为双臂机器人广义力椭球 E DI- 的短轴 /长轴
.

4 实例与分析

4
.

1 理论基础

这里以平面二操作手操作一物体为例
.

有关结构参数如图 4 所示
.

假定 l~ 1
.

对操作手 R o b l
,

雅可比矩阵为

J l
(夕) ~

一 5 1
一 5 1 2

一 s 一2 3 一 S 一Za

c 一 + c 1 2

+ c : 2 3

一 5 1 2
一 5川

c l:

+ c : : 3

式中
: :
= s in s

; ; : : :
= sin 叨

、
+ 8

:
) ; , , : 3

一 s in (0
:

+ 夕
2

+ 6
3
) ; : ,

= e o s夕
, ;

(夕
:

十夕
:
十夕

3
)

.

C 12 a ‘

c , :
= e o s (夕

:
十氏) ; c , : 3

一 e o s

对操作手 R o
bZ

,

雅可比矩阵为

J
Z
(夕 ) =

一 s ,

一
s
、

2
一 s 尹12 3 一 s , 2 2

一 s 护川 一 s 尹12 5

c , 1
+ c , : :

+ c , , 2 : c , 1 2

十 e , 12 : c , , Za

式 中
: , :

= s in 夕
‘: ; : , J :

= s in (8
, :

+ 夕
‘:
) ; : , , : 3

一 s in (8
, ,
+ 夕

:

+ 8
‘3
) ; c , ,

~ e o s s
, : ; e , , :

~ e o s (8
‘ ,

十

8
‘2
) ; c 1 2 :

一 e o s (口
‘;

+ 8
, 2

+ 01
:
)

.

在操作和运动过程中
,

二操作手之间的约束关系为

{
9 1
‘夕

,

夕’一 ‘1 + ‘ 1 2
+ “12 3

+ “
1

+ ‘’ ! 2 + “
1 2 3
一 “

}
9 2
‘“

,

夕’一 ‘1 + ’1 2 + ’1 2 3 一 ’尸 1 一
’‘l ,

一 , ‘1 2 3 一 0

tg
3
(8

,

0’) = 夕
;
+ 8

:

+ 夕
:
+ 8

, :

+ 8
‘:

+ 夕
, 3
一 0

该系统在单位方向 U 一 (c os 甲 s in 妙
下

上的速度可操作性测度为
-

- -

一 }
-

.

- -

一
,

‘

二
_

_
_

_
、

,

「co s
们 1

一

l/2
U MMU

。

~ 1Lc o s甲 s ln 列L(J
, J f)

一 ’

十 (J ZJ 主)
‘

J }
.

}}
1 L s ln 甲目 -

在方向U 上的力可操作性测度为
- - -

一 r
-

.

- - -

一
_

_
、 ,

,

rc os 们 }
一
l/2

D MMU , ~ {Lc o s 中s ln 列L(J
:J 丈)

一 ‘

十 (J ZJ 遥)
‘

J !
.

1}
t ‘5 In 甲J J

4
.

2 应用 1 :

已知系统位形
,

确定最佳传速 /传力方向

以双臂系统方向可操作性测度为优化指标
.

通过求解下列优化问题

m in F (沪) ~ 一 D MM U
。

5
.

t
.

0 蕊 中镇 汀

可确定系统的最佳传速方向
.

通过求解下列优化问题

m in F (叻 = 一 D MMU ,
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5
.

t
.

o ( 护《 二

可确定最佳传力方向
.

设在当前位状态下 (如图 4 所示 )
,

各关节

变量分别为

氏 = 1 2 0
0

氏 = 一 6 0
0

口
:
~ 一 6 0

0

少
、
~ 6 0

0

夕 : = 6 0
0

氏 = 60
0

在当前位形状态下
,

显然系统沿不同方向的传

速性能和传力性能不一样
.

通过求解上述优化

间题
,

得到

最佳传速方向
:
口= (e o s 3o

’ sin 3 o
’

)
T

最佳传力方向
:
u = (e o s lZo

o s in lZo
o

) T

U . [c o. , 。io 可

,,

甲厂厂

图 4 平面二个 3 IX〕F 操作手

图 5 为单个机器人操作手及双操作手系统

沿不同方向的速度可操作性测度变化曲线
.

可以看出
:

在给定方向上
,

双操作手系统的速度可

操作性测度小于单个操作手的速度可操作性测度
.

图 6 为单个操作手及双操作手系统沿不 同

方向的力可操作性测度变化曲线
.

可以看出
,

在给定方向上
,

双操作手系统的可操作性测度大

于单个操作手的力可操作性测度
.

对比图 5 和图 6 不难看出
:

对于双臂机器人系统
,

在给定方向上
,

与单个机器人一样
,

当速
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图 5 不同方向的速度可操作性测度

4 0 8 0 120 16 0

图 6 不同方向的力可操作性测度

度的可操作性最大时
,

其力的可操作性测度却最小
;
反之亦然

.

介

4
.

3 应用 2 :

已知物体运动方向 甲,

确定最佳操作位形

以双臂系统方向可操作性测度为优化指标
,

通过求解下列优化问题可确定最佳传速位形

m in F (夕
,

夕)- 一DMMU.
5

.

t
.

g 一
(8

,

夕 )一 0

9 2
(夕

,

夕)= 0

g :
(口

,

少)= 0

一 介镇民簇二 一二( 6’
‘

镇二 (i ~ 1
,

2
,

3 )

通过求解下列优化问题
,

可确定最佳传力位形

m in F (夕
,

夕) = 一D MMUj
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5
.

t
.

g ,
(8

,

夕) ~ 0

g :
(夕

,

夕)一 0

g ,
(夕

,

少 )~ 0

一汀《民( , 一 ,
( 了

‘

《二 (i~ l , 2
,

3 )

5 结束语

双臂机器人方向可操作性测度是确定机器人最佳操作位形和最佳操作方向
,

有效完成一

定操作任务的理论基础之一 由前面分析可知
:

(l) 在给定方向上
,

双臂系统的速度可操作性 测度小于单个机器人操作手的速度可操作

性测度
.

(2 ) 在给定方向上
,

双臂系统的力可操作性测度大于单个机器人的力可操作性测度
.

(3) 对于双臂系统
,

当速度的方向可操作性测度最大时
,

沿此方向其力的可操作性测度却

最小
;反之亦然

.
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