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摘  要 }介绍了本所开发的全方位移动机器人的机械结构 o分析了它的运动学模型 q并在此基础上 o讨论了几

种特殊的运动方式 q最后分析了实际存在的滑动对模型的影响 q
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1  引言(Ιντροδυχτιον)

轮式移动机器人由于其良好的稳定性 !较快的

移动能力等优点 o得到了广泛的应用 q通常 o如果机

器人具有平面运动的全部 v 个自由度 o则称之为全

方位移动机器人 q轮式全方位移动机器人的驱动系

统一般由不少于 v 个偏心万向轮或瑞典轮等构

成≈t  q非全方位的轮式机器人≈w 多用差动轮系 o有时

加上一至二个导向轮或随动轮来驱动 q与全方位移

动机器人相比 o它在移动方向上受到一定限制 q

许多学者对全方位移动机器人的运动学模型进

行了分析和讨论≈t ∗ v  q但这些分析都建立在无限精

度的基础上 o没有讨论实际存在的偏差 q本文在此处

作一较为深入的探讨 q

本文介绍了本所开发的全方位移动机器人k下

文简称为机器人l的机械结构及运动学模型 ~讨论了

几种简单但方便实用的控制方式 ~分析了实际运动

过程中难以避免的滑动对模型精度的影响 q

2  运动学模型(Κινεματιχ μ οδελ)

本文所述机器人的驱动系统由三个偏心万向轮

构成 o其中每个轮由两个伺服电机控制 }一个滚动驱

动电机和一个转向驱动电机 q

下文分别以轮 t !轮 u !轮 v表示这三个轮子 q三

个轮子的俯视图如图 t所示 q

图 t  轮子的位置k俯视图l
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图 t中 , Φt !Φu !Φv 分别表示三个轮子在运动过

程中相对机器人本体的不动点 ,它在相应各个轮子

竖直转向轴的中心轴线上 . Χ为机器人本体中心 .相
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邻 ΧΦι(ι � t ,u ,v)之间的夹角均为 tusβ ,即每个轮子

在机器人本体上的位置是等同的 ,而且它们的机械

尺寸相同 .

图 u是轮 ι(这里 , ι � t ,u ,v .下文如无特别说

明 ,均是如此)的侧视图 .此时 ,轮 ι所在平面平行于

ΧΦι .对任意一个轮 ι 来说 ,点 Φι 到机器人本体中心

Χ的水平距离为 Δ ,偏心距为 δ ,则轮子的中心 Οι 到

Χ的最大水平距离均为 Δ n δ(此时轮 ι相对于机器

人本体的位置定义为初始相对位置) .轮子半径均为

ρ,轮子转动的角速度为 Υι ,以图中箭头所示方向即

逆时针方向为正 .

图 u  轮 ι的侧视图
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选定三维世界坐标系 ΟΞΨΖ .假定机器人在水平

面上运动 ,这样 ,可在二维坐标系 ΟΞΨ中讨论机器

人本体的运动 .如图 v所示 ,定义机器人的前方为射

线 ΧΦt 所指的方向 ,机器人的方向角为 Η,中心点 Χ

的坐标为(ξ , ψ) .这样 ,机器人的位姿可以用三个参

量来表示 :Ν� (ξ ψΗ) Τ .

图 v  机器人本体位姿参数
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图 w是轮 ι 在运动过程中某时刻的示意图 .图

中 ι
ψ

!ϕ
ψ

!κ
ψ

分别是坐标系 ΟΞΨΖ中 ξ 轴 !ψ轴 !ζ轴的单

位矢量 .在世界坐标系中 ,定义 ΧΦι 的角度为 Αι n Η,

轮 ι的角度为 Βι , 则 Αt � s !Αu � p uΠ/ v !Αv � uΠ/ v .

这里 Αι 可理解为 ΧΦι 偏离 ΧΦt 的角度 .

图 w  机器人的偏心轮
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  如图 x所示 ,轮 ι在水平地面上运动 ;图中

Τ是轮子与地面的接触点 , ΟιΣ 垂直于轮 ι 所在平

面 .

图 x  轮 ι的速度
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根据刚体运动学 ,有下式成立 :

ϖΤ = ϖι + Υι ΟιΣ
Χ

≅ ΟιΤ

式中 ΟιΣ
Χ

表示 ΟιΣ的单位矢量 ; ϖΤ表示轮 ι 上 Τ处的

速度矢量 ; ϖι表示轮 ι中心 Οι 处的速度矢量 .作如下

假定 :轮子在运动过程中不出现滑动 , 则 ϖΤ � s .根

据上式 ,得到 :

s = ϖι + Υι( ι
ψ

¶¬±Βι − ϕ
ψ

¦²¶Βι) ≅ ρ(− κ
ψ

)

这样 ,

ϖι = − ρΥι( ι
ψ

¦²¶Βι + ϕ
ψ

¶¬±Βι)

根据刚体运动学 ,参照图 w可知 :

ϖι = ϖΧ + κ
ψ

(Η
.

+ Αι) ≅ ΧΦι + κ
ψ

Β
.

ι ≅ ΦιΟι

从而

ϖΧ = ϖι − κ
ψ

Η
.

≅ Δ[ ι
ψ

¦²¶(Αι + Η) + ϕ
ψ

¶¬±(Αι + Η)]

− κ
ψ

Β
.

ι[ δ(ι
ψ

¦²¶Βι + ϕ
ψ

¶¬±Βι) − η κ
ψ

]

其中 , ϖΧ为机器人本体中心的速度矢量 ,且有 :
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ϖΧ � ι
ψ

ξ n ϕ
ψ

ψn κ
ψ

Η
.

.

令 Γι � Βι p (Αι n Η) ,它的物理意义是轮 ι 相对

机器人本体偏离初始位置的角度 ,下文称之为轮 ι

的相对方向角 .由 Αι 是常量可得Β
.

ι � Γ
.

ι n Η
.

Γ
.

ι 和Υ
.

ι

是轮 ι的转向电机和滚动电机的转速 .

根据上述内容 ,有下式成立 :

ϖΧ = ϖι − κ
ψ

Η
.

≅ [ ι
ψ

( Δ¦²¶(Αι + Η) + δ¦²¶Βι)

+ ϕ
ψ

( Δ¶¬±(Αι + Η) + δ¶¬±Βι)]

− κ
ψ

Γ
.

ι ≅ δ(ι
ψ

¦²¶Βι + ϕ
ψ

¶¬±Βι)

将上式写为矩阵 ,形式如下 :

ξ

ψ

Η
.

= Μv≅v(Αι , Βι , Η)

Υ
.

ι

Γ
.

ι

Η
.

(t)

或

Υ
.

ι

Γ
.

ι

Η
.

= Νv≅v(Αι , Βι , Η)

ξ

ψ

Η
.

(u)

其中

Μv ≅ v(Αι , Βι , Η)

  �

p ρ¦²¶Βι δ¶¬±Βι Δ¶¬±(Αι n Η) n δ¶¬±Βι

p ρ¶¬±Βι p δ¦²¶Βι p Δ¦²¶(Αι n Η) p δ¦²¶Βι

s s t

Νv ≅ v(Αι , Βι , Η)

  �

p
t

ρ
¦²¶Βι p

t

ρ
¶¬±Βι p

Δ
ρ
¶¬±Γι

t

δ
¶¬±Βι p

t

δ
¦²¶Βι p

Δ
δ
¦²¶Γι p t

s s t

式(t)写为 :

ξ

ψ
=

− ρ¦²¶Βι δ¶¬±Βι

− ρ¶¬±Βι − δ¦²¶Βι

Υι

Γ
.

ι

+
Δ¶¬±(Αι + Η) + δ¶¬±Βι

− Δ¦²¶(Αι + Η) − δ¦²¶Βι
Η
.

  两边各左乘[¶¬±Βι p ¦²¶Βι] ,可得关于 Η变化情

形的显式表达式 ,如下 :

( Δ¦²¶Γι + δ) Η
.

+ δ Γ
.

ι = ξ¶¬±Βι − ψ¦²¶Βι (v)

  从(v)式可以看出 ,如果 Η
.

Ξ s ,单个轮子是非完

整约束系统 , 从而这种机器人也是非完整约束系

统 .

3  几种特殊的运动方式(Σομεσπεχιαλ μοτιονσ)

为方便起见 ,定义三个列向量如下 : Υ� ( Υt  

Υu Υv)
Τ , Β� (Βt  Βu  Βv)

Τ , Γ� (Γt  Γu  Γv)
Τ .

由(u)式得到

Υ = ϑt(Β , Γ) Ν
.

(w)

和

Γ
.

= ϑu(Β , Γ) Ν
.

(x)

其中

ϑt(Β , Γ) =

−
t

ρ
¦²¶Βt −

t

ρ
¶¬±Βt −

Δ
ρ
¶¬±Γt

−
t

ρ
¦²¶Βu −

t

ρ
¶¬±Βu −

Δ
ρ
¶¬±Γu

−
t

ρ
¦²¶Βv −

t

ρ
¶¬±Βv −

Δ
ρ
¶¬±Γv

 

ϑu(Β , Γ) =

t

δ
¶¬±Βt −

t

δ
¦²¶Βt −

Δ
δ
¦²¶Γt − t

t

δ
¶¬±Βu −

t

δ
¦²¶Βu −

Δ
δ
¦²¶Γu − t

t

δ
¶¬±Βv −

t

δ
¦²¶Βv −

Δ
δ
¦²¶Γv − t

3 .1  直线或圆弧运动

从式(x)得出 ,当三个轮子均不变向即 Γ
.

� s时 ,

若要机器人运动(通过三轮的滚动 ,即 Υ
.

Ξ s 来实

现) ,即(ξ ψΗ
.

) Τ Ξs , 则必须 :

| ϑu(Β , Γ) | = s (y)

式(y)要求三个轮子相互平行 , 或三个轮子中心所

在平面的瞬时转动中心相同 ,如图 y所示 .

图 y  三轮瞬时转动中心重合
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这时 ,驱动滚动电机 ,就可以驱动机器人在直线

或以瞬时转动中心为圆心的圆弧上运动 ,其速度由

Υ
.
决定 .

3 .2  本体位置不变条件下的变向

由(u)式可以得出 ,当 ξ � s且 ψ� s时 ,则 :

Γ
.

ι = (−
Δ
δ
¦²¶Γι − t) Η

.

Υ
.

ι = (−
Δ
ρ
¶¬±Γι) Η

.
(z)
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当 ¦²¶Γι Ξ p
δ
Δt
时 ,由式(z)可得 :

Γ
.

ι = Γ
.

t

Δ
δ
¦²¶Γι + t

Δ
δ
¦²¶Γt + t

 ι = u .v

Υ
.

ι = Γ
.

t

Δ
ρ
¶¬±Γι

Δ
δ
¦²¶Γt + t

 ι = t ,u ,v

({)

  这表明 ,以 Γ
.

t 为控制变量 ,通过恰当地调整轮

子转向和滚动的速度 ,可以实现机器人本体的方向

调整 .

3 .3  本体不变向的运动

由(w) !(x)式可以得到 ,当Η
.

� s即 ΗΣ Ηs 时 ,

Υ
.

t

Γ
.

t

Υ
.

u

Γ
.

u

Υ
.

v

Γ
.

v

=

−
t

ρ
¦²¶Βt −

t

ρ
¶¬±Βt

t

δ
¶¬±Βt −

t

δ
¦²¶Βt

−
t

ρ
¦²¶Βu −

t

ρ
¶¬±Βu

t

δ
¶¬±Βu −

t

δ
¦²¶Βu

−
t

ρ
¦²¶Βv −

t

ρ
¶¬±Βv

t

δ
¶¬±Βv −

t

δ
¦²¶Βv

ξ

ψ
(|)

令 :

ϑs(ι) =

−
t

ρ
¦²¶Βι −

t

ρ
¶¬±Βι

t

δ
¶¬±Βι −

t

δ
¦²¶Βι

由于¿ϑs(ι)¿�
t

ρδ
!ϑp t

s (ι)总是存在 ,因此 :

Υ
.

u

Γ
.

u

= ϑs(u) ϑ
−t
s (t)

Υ
.

t

Γ
.

t

Υ
.

v

Γ
.

v

= ϑs(v) ϑ
−t
s (t)

Υ
.

t

Γ
.

t

(ts)

由式(ts)可知 ,只要以 Υ
.

t !Γ
.

t 为控制变量 ,总可以实

现本体不转向的运动 .

4  滑动对运动学模型的影响(Ινφλυενχε οφ

σλιπ ον τηε κινεματιχ μ οδελ)

在实际运动过程中 ,各个电机的转速并不总是

能如式(w) !(x)所描述的相互协调 .如果三个转向电

机或三个滚动电机一起主动驱动 ,一般来说 ,将不可

避免地发生滑动 .

下面在本体不转向的运动即 v .v所述情形下讨

论滑动对运动学模型的影响 .作如下假设 :在理想情

形下 ,一个控制周期 Τ中 , Γ
.

ι 和Υ
.

ι 是常数(在电机转

速控制方式下 ,这种假设是恰当的) .控制周期 Τ从

时刻 τs 开始到时刻 τt 结束 .在起始时刻 τs ,机器人

位姿为s
Ν� (s ξ sψ sΗ) ,轮 ι的相对方向角为s

Γι .在式

(t)中 ,令 Γ
.

ι � Ρι , Υ
.

ι � Ξι , Η
.

� s ,得下式 :

ξ(τ) = − ρΞι¦²¶Βι(τ) + δΡι¶¬±Βι(τ)

ψ(τ) = − ρΞι¶¬±Βι(τ) − δΡι¦²¶Βι(τ)
(tt)

这时 Βι(τ) � Αι n
sΗn s

Γι n Ρι(τ p τs) .对上式(tt)积

分可得 :

t ξ =
sξ −

ρΞι
Ρι

[¶¬±(tΒι) − ¶¬±(sΒι)]

− δ[¦²¶(tΒι) − ¦²¶(sΒι)] (tu)

tψ =
sψ +

ρΞι
Ρι

[¦²¶(tΒι) − ¦²¶(sΒι)]

− δ[¶¬±(tΒι) − ¶¬±(sΒι)] (tv)

其中
s
Βι = Αι +

sΗ + s
Γ      

t
Βι = Αι +

sΗ +t
Γι      

= Αι +
sΗ + [ s Γι + ΡιΤ]

  在实际运动过程中 ,有两个主要因素导致轮子

的滑动 :t)电机转速的波动 ;u)电机达到要求速度的

加速或减速过程 .下面分别讨论 .

4 .1  电机转速波动的影响

设 Ρι !Ξι 的波动幅度分别不超过 ∃Ρι , ∃Ξι , 在

Ρι !Ξι 的波动幅度保持最大的情形下 ,t ξ !tψ的偏离

幅度为 :

∃t ξ = − ρ
Ξι + ∃Ξι
Ρι + ∃Ρι

¶¬±(tΒι + ∃ΡιΤ) −
Ξι
Ρι
¶¬±(tΒι)

− δ[¦²¶(tΒι + ∃ΡιΤ) − ¦²¶(tΒι)]

∃tψ = ρ
Ξι + ∃Ξι
Ρι + ∃Ρι

¦²¶(tΒι + ∃ΡιΤ) −
Ξι
Ρι
¦²¶(tΒι)

− δ[¶¬±(tΒι + ∃ΡιΤ) − ¶¬±(tΒι)]

当 ∃Ρι !∃Ξι 很小 ,周期 Τ较小时 ,可以认为 :

Ξι n ∃Ξι
Ρι n ∃Ρι

Υ
Ξι
Ρι

,¦²¶( ∃ΡιΤ) Υt ,

¶¬±( ∃ΡιΤ) Υ ∃ΡιΤ .

则有 :

∃t ξ = − ρ
Ξι
Ρι
∃ΡιΤ¦²¶(

t
Βι) + δ∃ΡιΤ¶¬±(

t
Βι)

 (tw)
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∃tψ = − ρ
Ξι
Ρι
∃ΡιΤ¶¬±(

t
Βι) − δ∃ΡιΤ¦²¶(

t
Βι)

 (tx)

从上式(tw) !(tx)可以看出 ,转向电机转速的波动对

运动学模型的精确性的影响比滚动电机转速的波动

的影响大 .

4 .2  电机加速过程的影响

本文只讨论加速过程的影响 .设轮 ι 转向电机

和滚动电机原来的转速分别为s Ρι ( � Ρι) !s Ξι ( �

Ξι) .为简单起见 ,假定加速过程中加速度不变(实验

证明可以作如此近似) ,分别为 αΡι !αΞι .图 z 是轮 ι

的转向电机的速度曲线图 .

图 z  轮 ι转向电机的速度曲线

ƒ¬ªqz  ∂¨̄²¦¬·¼ ªµ¤³«²© º«̈ ¨̄ ι ¶·̈ µ̈¬±ª °²·²µ

这样 ,在加速阶段 τs ψ τσ ,式(tt)修正为 :

ξ(τ) = − ρ[ s Ξι + αΞ
ι
(τ − τs)]¦²¶Βι(τ)

   + δ[ s Ρι + αΡ
ι
(τ − τs)]¶¬±Βι(τ)

ψ(τ) = − ρ[ s Ξι + αΞ
ι
(τ − τs)]¶¬±Βι(τ)

   − δ[ s Ρι + αΡ
ι
(τ − τs)]¦²¶Βι(τ)

(ty)

其中

 Βι(τ) � Αι n
sΗn s

Γι n
s Ρι(τ p τs) n

t

u
αΡ

ι
(τ p τs)

u .

直接对式(ty)积分是很困难的 .由于最终目的

是求出t ξ !tψ偏离幅度的范围 ,并不要求准确的数

值 ,因此 ,在计算过程中 ,可作如下简化 :在 τs ψ τσ

时 ,转向电机和滚动电机的转速分别为
Ρι n

s Ρι
u

!

Ξι n
s Ξι

u
, 依据式(ty)及(tt) ,积分可得 :

t ξ = sξ − ρ
Ξι +

s Ξι
Ρι +

s Ρι
[¶¬±(σ

Βι) − ¶¬±(sΒι)]

− ρ
Ξι
Ρι
[¶¬±(tΒι) − ¶¬±(σ

Βι)]

− δ¦²¶[¦²¶(tΒι) − ¦²¶(sΒι)]

tψ = sψ + ρ
Ξι +

s Ξι
Ρι +

s Ρι
[¦²¶(σ

Βι) − ¦²¶(sΒι)]

+ ρ
Ξι
Ρι
[¦²¶(tΒι) − ¦²¶(σ

Βι)]

− δ[¶¬±(tΒι) − (¶¬±sΒι)]

其中
σ
Βι = Αι +

sΗ + σ
Γι          

= Αι +
sΗ + s

Γι +
Ρι +

s Ρι
u

(τσ − τs)

则

∃t ξ = ρ(
Ξι +

s Ξι
Ρι +

s Ρι
−
Ξι
Ρι
)[¶¬±(sΒι) − ¶¬±(σ

Βι)]  

(tz)

∃tψ = ρ(
Ξι +

s Ξι
Ρι +

s Ρι
−
Ξι
Ρι
)[¦²¶(σ

Βι) − ¦²¶(sΒι)]

(t{)

从式(tz) !(t{)可以看出 :增大加速度 ,从而减少

τσ p τs 进而减小σ
Βι 与

s
Βι 的差别 ;减小滚动电机的转

速 ,都有助于减小滑动的影响 .

5  结论(Χονχλυσιον)

本文根据刚体运动学 o分析了一种全方位移动

机器人的运动学模型 o并讨论几种特殊但实用的运

动方式 q参照实际情形 o分析了在控制驱动电机转速

的方式下 o实际存在的滑动对模型精确性的影响 o并

得出了一些有助于减小滑动影响的结论 q
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