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机器人运动分析的一组新等式推证及应用
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摘 要 本文推证了一组刚体旋转矩阵与角速度矢的新等式
�

以该组等式为基础
,

文中提出并讨

论了一种利用旋转矩阵的导数矩阵分析机器人运动的方法
�

所提方法在文中的运用表明
,

它可以取代

以往过于繁琐的图解法和递推法
,

成为一种简明有效的机器人运动分析方法
�

作为该法应用结果
,

文

中给出了由
�
个杆件构成的

,

个自由度机器人雅可比矩阵的一种简明封闭式
,

具有一定实用价值
�

这

里的方法可作为一般刚体运动分析理论的补充
�

关锐词 机器人
,

刚体
,

旋转矩阵
,

运动分析

� 引言

机器人运动
,

即机器人各杆件作为刚体的一般运动
�

运动刚体的角位移不满足矢量的叠加

性
,

故而不成其为矢量
�

这就给刚体
,

自然也给机器人运动分析带来种种不便
�

我们无法象求解

质点线速度矢那样先求得一个位移矢
,

该矢的导数等于刚体转动的角速度矢
�甚至刚体转动角

速度矢的定义式中角位移增量矢的确切表达式也难以给出
�

我们可以注意到
,

以往求解刚体或

机器人杆件角速度矢通常采用虽直观但非严格的图解法或虽严格但非紧凑的递推法
,

都没有

直接利用其旋转矩阵的导数矩阵
�

这也许是导致刚体或机器人运动分析过于繁琐的原因之一
,

而以往的分析理论似乎一直忽略了这一点
�

事实上
,

附连于刚体或机器人杆件的坐标系一经确

定
,

刚体或杆件的转动便由其旋转矩阵完全确定
,

即角速度矢的信息完全包含于旋转矩阵中
�

由此我们推断
,

刚体或杆件的角速度矢可以由其旋转矩阵的元素和元素的导数确定
,

因而可以

且有必要确立一种既非图解也非递推的利用旋转矩阵和其导数矩 阵的直接求解方法
,

以补充

以往理论之不足
,

使分析过程简明化
�

本文讨论得出的结论与上述推断是一致的
�

我们将首先

就定点运动刚体推证一组关于旋转矩阵
、

角位移增量矢
、

角速度矢的等式
,

然后将其应用于机

器人运动分析
�

� 一组等式推证

考虑定点运动刚体
�

设静坐标系 �� �和附于刚体的动坐标系 �� �� �� 的原点与定点重合
�系

弋� �各轴的单位矢为
。二 、

‘
、
‘ �
系弋� �各轴的单位矢 ‘
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�
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则刚体相对 �� �的旋转矩阵为 � ��  
,

是正交矩阵
�

以下简记 � 一 � ��  
,
。 ,

一长
,

�� �
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收稿时间
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�
�

� 旋转矩阵与其导数矩阵的等式
一 � � 一 � 一

二 , � 二 �

� 一
二、 , 。 � 一一 一 � 。一 � � � 一 ‘ � �

二 , � , �

一一
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袱姑止父犯件田任灰
,

叫淮得艇转犯件 找 勺 兵导致犯件 入 � 丽阴到 卜寺武

及 � �
� � ���

� 一 � �
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奋
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�

奋
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奋
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��� �
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�
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� � 晕左的行向量
�

八 ,

�
,

�� � �
,

�
,

�� 是 � 的列向量
�� �

表 � 的转置
�

事实上
,

我们有

���
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� � � , �
,

�
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、
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�场

倒
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�� �式对 � 求导
,
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同理可证 ��� 式
�

证毕
�

�
�

� 角速度的方向矢及其表示

作为 �� �
,

��� 式的一个简单应用
,

我们可以利用它们很容易证明定点运动刚体瞬时轴的存

在
�

为此
,

我们只须证明对于任意时刻 � 存在一条过定点的直线
,

该直线上的点在 � 时刻相对

于静系 �� �的速度为 � 矢
�

证
�

设刚体上任意点 � 的位移矢在系 �� �� �� 中的坐标为
� � �� � ��

� ,

则 � 点相对静系 �� �

的速度矢可表为
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的解确定了相对于静系 �� �速度为 � 矢的点
�

容易验证
,

矩阵 �
”

和 �
“

的秩均为 �
,

且方程 ���
,

��。�的一个特解分别为

尺�

�份
���丁 份

, 份丁 奋
��了�

� �
��丁�

�
�了�

�
�丁�

,

〕
�

即方程 ���
,

���� 的解空间为直线
�

证毕
�

该直线的方 向矢即角速度的方向矢
�

它在 �� �中的表示为

�
〔
� , � , 。二

〕�份
�、丁 、, 、丁 、�、丁〕

�

在 �� ����中的表示为 �
�
。, ‘ 。�� 。� ‘

〕��丁�
� �丁�

�
�丁�

,

〕
� � 。 为任意实数

�

欲确定角速度的大小
,

通常用图解法可形式上推得

� � 。 � 尺,
� �。 � 〕R

s

式中 。 一 〔w
二

w

,

w

:

」
丁 ,

是角速度矢在 {A }中的坐标 ;
“
X

”

表矢积 ;

(11 )

(12 )

一切
二

w

,

0 一 w
二

一 w
,

w

z
{

,

一
3反对‘阵 ‘

一
!
.

;

,

l

lL

一一
一IJ

只田
rL

比较 (8) 式和 (12) 式
,

似乎可推得

。 ~ [
9 3叮百 g

, ,丁 929丁〕
T (一3 )

但我们不想利用这种直观的结果
.
即使这样做了也还有问题没解决

,

如怎样解释 W
刀
? 下节我

们将利用刚体角位移增量矢的表达式由角速度矢的定义严格地推得上式
,

顺带还将证明

[、
3叮奋 奋

, 、丁 奋
29丁〕
T = R 〔P丁卢

: P丁P
3 P百P

,

j

T
( 1 4 )

2

.

3 角位移增量矢和角速度矢与旋转矩阵行
、

列向t 的关系式

为求刚体
!时刻的角位移增量矢

,

先求其 t时刻的旋转增量矩阵
.
由(1) 式有

! 时刻 [
:, 勺 。: ,

j
=

[

。二 。, 。:

j
尺(t )

t+ 。t 时刻 [
。二 ( , _ 二 , 。, ( , + 二 ) 。二 ( ‘+ * )

j
一 [

。二

“
jR(t+山)

及 〔
:二 (‘+ 山 , 。, ( ‘+ * 。 e

: (‘* 二)

〕= [
。别 。, : 。二J

〕尺(。t )

于是有

R (t)R (山 ) = R (t + 山 )或 R (山) = R (
t)TR (t + 山 ) (15 )

另一方面
,

刚体在 t至 t+ 山 期间的运动可等效为绕某一方向轴

[
。二 ‘ 。y , 。: ,

] [
l

二

z
,

z

:

〕
T

转动了角度 。夕
,

从而可用参数 z
二 、

l

, 、

l

二 、

。0 将 R (山)表示为
〔2二

r l
二

l

,
u 乙夕+ e凸夕 l

,

l

、
u △0 一 l

,

s △夕 l
,

l

,

R
( 山 ) = }l

、

l

了
u 乙夕+ 1

25乃0 1
、

l

、
u 乙夕十 e乙0 1

、

l

二

t
l

之

l

, u 。夕一 l
,

s △夕 l
二

l

,
u

O S + l

二
5
0 8 1

:

l

式中
s乙8 = s in 乙夕;e乙0 = e o s乙夕;u乙0一 1一 eo s乙夕

.

比较 (16) 式两边
,

且当 山 充分小时
,

有

(16 )

r32(山) 一
r23
(山 )

r , 3
( 山) 一 ra ,

( 乙z )

r z:(山) 一 r , 2
( 山 )
一…){{一…){{

(17)
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(15 )式代入 (17 )式
,

得

P丁(t)P
:(t + 山 ) 一 P丁(t)P

3(t + 山)

p丁(l)p
3(t + 山 ) 一 p丁(t)p

,
(

t
+ 山)

P丁(t)P
:(t + 山 ) 一 P了(t)P

Z(t + 山)

(18)
l一2

一一

艺少忿

‘矛矛,‘,声‘

门口乙

( 1 8 )式即刚体角位移增量矢在系 {B (t )} 中的表示
.

欲求刚体角速度矢在 {B (t )} 中的表示
,

依其定义
,

取 (18 )式与 山 比值的极限即得

田B = !im it

{
p 丁(‘) p

Z
( ‘ + 山 ) 一 户丁(‘)户

3
(‘ + 山)}

1 卜
, , 、 ,

二
、

,
, 、 ,

二
、

l

不石 , P i 气t少P 3气t 一 心 ) 一 P S 气t ) P
,
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·
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_ 一
}
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t
) P

3
(
t

+ 山 ) 一 P ; (t )P
:
(t + 山)J

= !im it

,

}

’

!

“’

〔
pZ“ + 山’一 ’

2
“’

{

一 ’

{

“’

l

p
3
“ + “’一 ”

3
“,

{ !
石云二}P ; (t ) LP

3(t + 山 ) 一 P
3
(t)」一 P 二(t)LP

,
(

t 十 山 ) 一 P
,

(
t

) J {
‘

~ }
_ _ _ _ - 一

}

L P ; ( t )
L P

,
( t

+ 山 ) 一 P
:
(t)」一 P 犷(t)LP

:(t 十 山 ) 一 P
Z
(t ) J J

~ [P 丁卢
2
对乡
3
对乡

,

〕
T

上式推导中利用了 (4
,

) 式及下式

p丁p ,
+ p J 卢

‘
一 。

,

i 笋 j
,

i

,

j
-

容易理解
,

角速度矢在 (A }中的表示为

田月
= R (

t
)
。 “

注意到

(19 )

2 ,

3 ( 2 0 )

2 山

r , 2户, :

十 r
23沪2: + r 33护32

r , : 矛;: +
r Z:广:3 + r a, 户33

r , 2户, ,
十 r

22护21 + r aZ户3,

r 12 r 一3

犷一3 r 一l

r 一l r x Z

r 2 2 r 2 3

r 2 3 r 2 -

r Z 一r 2 2

r 3 2 r 33

r 3 3 r s l

r s l r 32

TTT123

9

.

q

.

9

、............几.

1

、卫
ee

l

几‘
I
J、

1

weeseses
J

n‘自‘‘八1
几n‘几」r ll

r注
lr
以
)0

r l 3

一 r 13

r 2 2 一
r ”

r Z s

一
r23

一
r ZI

r 2 3

,�

.

ZC
�r l

一
r 33 r 3-

r 32

一一++

及 公只公一 。
, ,

2

,

3

村 又 叮 = 叮
;
叮 x 杆 一 打

;
叮 x 打 一 叮 (21)

有

aĴ 一 [.i
3
叮 呀

l, 歹 叭叮〕 (22)

从而我们证明了 (14)式
。
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类似地
,

我们也可以考虑刚体相对系 (A }的旋转增量矩阵 R (山 )~ R (山 + t)R (t )
丁 ,

先求

得 扩
,

再通过变换阵 R (t )
T
求得 扩

。

两种考虑推得的结果是一致的
。

然而有趣的是
,

前者涉及

到的是旋转矩阵列运算
,

后者涉及到的是旋转矩阵行运算
。

2

.

4 旋转矩阵关于数积和矢积运算的等式

下列两个等式是机器人运动分析用得到的

a ·

b = R
a 义 R b (2 3 )

R (a X b ) ~ R a 又 R b (2 4 )

式中
a ,

b 为 3 维向量
.

(23 )式显然
,

只证 (2连)式
.
即要证

R [
a 义〕b = [R

a 义 〕R b

即 R [
a 又〕R

T = [R
a 又 j

即 R 〔
a 又 , 万

a 又 g百
a x ,丁] = [R

a 又 〕

即 一 R [
q丁x

a q丁又
a q丁又

a
〕= [R

a 义〕

注意到 (21 )式
,

上式成立显然
.
证毕

.

3 利用旋转矩阵求角速度矢的例

对于旋转矩阵由定轴欧拉角或动轴欧拉角表示的刚体
,

应用我们推得的公式 (19) 和 (22 )

求解角速度矢是极方便的
.
这里只考虑定轴欧拉角的情形

.
记 “ 、

夕
、

y 分别为定点运动刚体的偏

转
、

俯仰
、

倾斜角
〔, 〕,

则其旋转矩阵为
eae口

sae夕

一 s夕

eac 夕sy 一 s ae y e a s床7 +

sas夕57 + eaey sas床7 一

e口sy e夕ey

(2 5)

�
!l
eeesesesesesesesj7ySSaaSC

由我们的公式可求得角速度矢在 (A }和 丈B (t )} 中的表示分别为

(26)

、、
l
.

1

1
.
we
ee
es

...7
·

a

·

月
·

y

r

!

卫

l

l

l

ee

、

、月les

月
.

1

.

1

胜‘几..1
,1
0

{
几
s
叮

{
C
哭LC尸C , 一 s y o

B
田:下

、1
.

1

;

」
·

a

·

口
.·
y

了
.

…
l且
we

L、
、........片

!

..声

cacPsacP
--sP

一
S a

C a

n甘
0
11

一一
月

山

以往的刚体运动分析文献中只是就动轴欧拉角的情形给出了角速度矢的表达式
,

这里我

们一般地解决了利用旋转矩阵求角速度矢的问题
.

4 机器人运动分析的例

考虑 由
, :

个杆件组成的有
, :

个 自由度的机器人
,

且仅以确定机器人雅可比矩阵为例
.

机器人机构描述依照下述法则
:
附于第 i个杆件上的坐标系称为系(i}

,

其 Z 坐标轴与第 i

转轴重合
,

其 X 坐标轴与第 i转轴至第 i+ 1 转轴的公垂线重合
;
杆件哎i} 相对系弋i一 1} 的位姿

矩阵为

e夕‘

s
s

o
e a

.

s 夕
,

s a

,

O

一 s民

e伙ea
, 一 1

e民sa
‘一 ,

0

S a ‘一

a 。一 l

一 sa ‘ ,

峨

ea‘ ,
d

.

l

( 2 7 )
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其中参数 0
、,

d
‘, a ‘一 , ,

a
‘一 :

采用 D
en avit一 H a r t e n

b
e r

g 定义[
’〕;对于旋转关节

,

夕
,

为关节变量
,

其

余为杆件参数
;对于移动关节

,

d

.

为关节变量
,

其余为杆件参数
;足

一 ’、

P

.

分别为系 {i }相对系 {i

一 1} 的旋转矩 阵和原点坐标
.

记杆件 i相对系{j} 的位姿矩阵
;
旋转矩阵分别为 曰

,

招
,

则

;少.,甘j
>一一<

了

11

、

一一R

;J;
J.,少

卜一一V月
一 l

日提…月

I;x
;

E 步 月二
l… E

招
十 ,

招拐…尺
一 ’

1
3 、 3

R
{

一 ,
R

I
二
;…R :+

’

l
|‘
l||七

一一
E

我们将利用机器人各杆件的位姿矩阵和旋转矩阵直接给出其雅可比矩阵
,

即机器人终端

执行器移动线速度和转动角速度与各关节变量变化速率的关系矩阵
.
为此

,

考虑终端杆件
, :

上

增广坐标为 l,:: 一 [ x y
z

的任意点相对系 (0} 的增广坐标 况
.

裂 ~ E 君欠 (28 )

利用 (3) 式
,

有

v三~ b三

~ R 丫H
,

况奋
,

+
R 02

H

2

配份
:
+ … + R :H

.
父叭

一 万衅从谕
,

( 2 9 )

式中 ‘
,

一 夕
,

+ 夕
, .

j 为旋转关节

j 为移动关节

lln�fJ、||
、

一

s

,

0

0 0

0 0 1 一 52

n为0

一一H

又终端杆件
, : 相对系 (0) 的旋转矩阵为 R三

,

应用 (2 2)式有

。
二

=
[

e

丁(R了w
,

R 三奋
,

+ R 呈w
ZR二寸

2 + …

= 尸
丁(R了w

,
R 孟
eZ
寸

,
+ R 呈w

ZR若e
Z
寸
:
+

= 一
e
丁
e: X (R了w

l
份

,
+ R 呈w

Zq: +
·

+
R 三w

.
奋

,

)
j

R 芯e
Z

… + R 三w
.R 名eZq

二

)

二
+ R :w

。

孟纷
。

)

一
。

丁艺R了w
,

奋
,

式中 w
,

~
。3 5 , ;

w

,

一〔w
, 又 j

; e ,

为单位阵的第 j列
.
同理

(30 )

结合(29)
、

( 3 0 ) 式得

(31)
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式中
。 · 。 矩阵一

}
5 结论

R贯H
,

配

R 呈w

R呈H
:b三… R三H

.b:

R 呈w
Z
… R三w

。

}

“p为所求
‘

文中第 1 节推证的一组关于刚体旋转矩阵与角速度矢的等式在以往的文献中 尚未见到
,

因而是新的
.
该组等式构成了本文提 出的机器人运动分析方法的基础

.
所提方法在文中的运用

表 明
,

它完全可以取代以往过于繁琐的图解法和递推法
,

成为一种简明有效的机器人运动分析

方法
.
文中第 2汤市运用该方法给出的角速度矢定轴欧拉角表达式和

,
自由度机器人雅可比

矩阵简明实俞
,

具有一定价值
.
这里提出的方法可作为一般刚体运动分析理论的补充

.
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