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基于 NSGA-II算法的平面并联机构动态性能多目标优化
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摘 要：针对高速高加速度的平面并联机构，采用面向控制系统的机构设计方法，对机械结构进行优化设计．

分别在运动学、动力学层面上提出多个性能指标，以其作为目标函数和约束条件建立了标准的多目标优化模型．基

于 NSGA-II算法求解多目标优化问题，进行尺度综合．最终结果表明，优化后的机构能较大程度上消除系统耦合，
提升动态性能，为高速控制系统设计提供良好的机械硬件平台．
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Multi-objective Optimization on Dynamic Performance for a Planar
Parallel Mechanism with NSGA-II Algorithm
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Abstract: For a high-speed and high-acceleration planar parallel mechanism, a design for control (DFC) approach is pro-
posed for the optimization of the mechanism structure. Several evaluation indexes of kinematics and dynamics performance
are established for the object functions and constraints, and then a standard multi-objective optimization problem can be
formed. The dimension synthesis is carried out by solving the multi-objective optimization with NSGA-II (non-dominated
sorting genetic algorithm-II) algorithm. The final result shows that the mechanism with the optimized parameters can elim-
inate the systematic coupling and enhance the dynamic performance greatly, which provides a solid mechanism hardware
platform for designing the high-speed control system.
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1 引言（Introduction）

与串联机构相比，并联机构具有刚度大、承载

能力强、定位精度高、无积累误差、易于实现高速

等优点．对于采用外副驱动的并联机构，可将驱动

电机安装在机架上，以轻质细杆作为运动臂，这样

不但可以降低机构的总体质量，而且末端执行器可

以达到较高的速度和加速度；因此，在物料搬运、IC
封装等领域，高速并联机构应用较为广泛．

工业自动化重要装备生产效率的提高及加工领

域的延拓，对机构运动精度、运行速度、运行加速度

以及高速高加速情况下的运行平稳性提出较高的要

求．就一般实际工程应用而言，在进行并联机构控

制系统设计时，通常没有考虑并联机构的动力学特

性，只是针对单个关节进行 PID控制．然而并联机

构中存在多个关节的耦合运动，高速情况下单个关

节 PID控制效果较差．为了改善控制效果，在控制

系统设计阶段计入机构的动力学特性，针对多个关

节采用基于动力学模型的计算力矩控制，这样可以

补偿机构高速运动时产生的哥氏力、向心力等非线

性力．但是应用于实际工程时，计算力矩控制法存

在计算量大、硬件实现困难的缺点．

从机构方面出发，对机械本体进行合理设计，

则可减弱关节的耦合运动，削弱机构运动惯性对动

力学性能的影响，降低动力学模型的非线性程度，

提高机构在高速运动场合的动力学性能．如果该机

构拥有良好的动力学性能，即使采用 PID控制也可

以取得很好的控制效果．

为提高机构刚体动力学性能，本文从机构方面
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进行研究，采用面向控制系统的机构设计方法 [1-3]，

以一种设计应用在高速高加速运动场合的平面并联

机构为例，进行运动学、动力学层面上的多目标尺

度综合，以使设计出的机械本体拥有良好的动力学

性能．

2 平面并联机构（Planar parallel mecha-
nism）
该平面并联机构由主动支链、辅助支链和动平

台组成，每个支链包含一个平行四边形结构；主动

支链、辅助支链与动平台又构成平行四边形结构，

这样可以使末端动平台保持平动．末端动平台可以

根据生产中的实际需要来安装实现特定功能的手

爪；同时，为了提高该机构在水平方向上的刚度值，

特将两条辅助支链对称布置．

平面并联机构的简图和 3维图如图 1和 2所示，
它可实现 2个平动自由度，运动工作空间较大，可以
达到 400 mm×300 mm；末端平台平动速度为 1 m/s，
加速度可达 25 m/s2．

图 1 平面并联机构简图

Fig.1 A planar parallel mechanism

图 2 平面并联机构 3维图
Fig.2 3-D model of a planar parallel mechanism

3 动力学模型（Dynamics model）
应用拉格朗日动力学法，选取广义坐标为关节

1处驱动杆 l1 与 x轴夹角 θ1，关节 2处驱动杆 l2 与

x轴夹角 θ2；广义力为关节 1与 2处的驱动力矩 τ1

与 τ2，经推导得出该并联机构的逆动力学方程，即

式 (1)．

 τ1

τ2


 =


 A Bcos(θ1−θ2)

Bcos(θ1−θ2) E





 θ̈1

θ̈2


+


 0 Bsin(θ1−θ2)

−Bsin(θ1−θ2) 0





 θ̇ 2

1

θ̇ 2
2


+


 Dcosθ1

H cosθ2


 (1)

A = m1l2
c1 +m5l2

c5 +m9l2
c9 +m4l2

1 +m3l2
1 +m8l2

1+

m6l2
1 +m7l2

1 +m11l2
1 + I1 + I5 + I9 (2)

E = m2l2
c2 +m4l2

c4 +m3l2
c3 +m7l2

c7 +m5l2
2 +m11l2

3+

I2 + I4 + I3 + I7 (3)

B = m5lc5l2 +m4lc4l1−m3lc3l1−m7lc7l1 (4)

D = m1glc1 +m5glc5 +m9glc9 +m4gl1 +m3gl1+

m8gl1 +m6gl1 +m7gl1 +m11gl1 (5)

H = m2glc2 +m4glc4−m3glc3−m7glc7+

m5gl2−m11gl3 (6)

其中，式 (2)与 (3)中 Ii = mil2
ci/12为各杆件绕其质心

的转动惯量，lci 是指杆件 i相对于杆件自身坐标的
质心距离，i = 1, · · · ,9；式 (1)中 A、E 分别为关节 1
与关节 2的有效惯量（等效转动惯量）；Bcos(θ1−θ2)
为关节 1和关节 2之间的耦合惯量；Bsin(θ1−θ2)、
−Bsin(θ1−θ2)分别为关节 2（或关节 1）的速度作用
在关节 1（或关节 2）之间的向心力项系数；Dcosθ1、

H cosθ2 为重力项，只与质量 m、长度 d 以及机构的
结构图形 θ1、θ2 有关．由于辅助支链对称布置，建

立动力学模型时将两条辅助支链简化为一体，所以

m6 ～ m9 已包含两条辅助支链中相应杆件的质量．

可将逆动力学方程式 (1)，简洁地写为

τ = HHH(qqq)q̈qq+CCC(qqq, q̇qq)q̇qq+GGG(qqq) (7)

HHH(qqq) =


 A Bcos(θ1−θ2)

Bcos(θ1−θ2) E


 (8)

CCC(qqq, q̇qq) =


 0 Bθ̇2 sin(θ1−θ2)

−Bθ̇1 sin(θ1−θ2) 0




(9)

GGG(qqq) =


 Dcosθ1

H cosθ2


 (10)
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式 (7)为基于机构动态性能的控制系统设计提
供了理论基础．其中HHH(qqq)q̈qq为惯性力项，CCC(qqq, q̇qq)q̇qq为
离心力项与哥氏力项，GGG(qqq)为重力项，qqq为广义坐
标向量．

4 优化策略（Optimization strategy）
现在关于机械本体的优化设计多是对机构尺度

的综合，而机构的尺度综合又多是基于运动学层面

的，即用运动学的性能指标——例如工作空间、雅
可比矩阵的条件数、奇异值等——构造目标函数，
依据工程的可实现性来制定约束条件，之后经过非

线性规划优化出机构的尺度参数 [4]．这种基于运动

学层面的优化方式，对于低速机构是十分适用的．

随着机构不断向高速方向发展，必须要考虑机构的

动力学模型 [5]．

针对高速机构的优化设计，不仅要在运动学层

面上进行优化，而且还要建立起机构的动力学模型，

给出刚体动力学性能的评价指标，例如运动构件的

惯量值、逆动力学方程中坐标间的耦合程度以及驱

动机构运动所需的驱动力矩与驱动功率等指标；接

着进行动力学层面上的优化，保证机构在高速运动

场合具有良好的动力学性能．由于机构中杆件的长

度、截面积、材料属性、转动惯量以及机构所处的位

形等因素均影响以上评价指标，因此高速机构优化

问题较为复杂，设计变量多、目标函数多、约束条件

多．

本文以非支配排序遗传算法 NSGA-II 为工具，
进行平面并联机构动态性能的多目标优化；其优化

策略是先依据技术指标和设计经验给定各杆件参数

的取值范围，以关键杆件的尺寸、截面作为设计变

量，以综合灵巧度评价指标、有效惯量值、典型轨迹

下的力矩值、功率值为目标函数，在给定多种约束

条件的情况下，借助非支配排序遗传算法完成运动

学、动力学层面上的多目标尺度综合．

4.1 优化目标

针对平面并联机构的刚体动态性能优化，本文

从运动学、动力学方面提出了多个优化目标，详细

讨论如下．

4.1.1 运动学层面

对于一个并联机构，其灵巧度是衡量输入输出

运动（力）之间传递精度和评价机构运动学性能的

重要指标，由机构的雅可比矩阵可得出 3种影响机
构灵巧度的指标 [6]：条件数指标、最小奇异值指标、

可操作度．将 3种指标综合考虑，建立综合评价指
标来考察全域工作空间内机构的灵巧度特性．

(1)条件数指标：它反映了机构各向同性性能，
当条件数 k = 1时，机构沿各个方向进行映射的放
大倍数完全相等，此时称机构处于运动学各向同性

状态．

(2)最小奇异值指标：雅可比矩阵 JJJ的最小奇异
值 σmin 反映了输入输出传递之间的最小放大倍数；

最小奇异值越大，末端动平台对于关节运动的反应

越快；此时的最小奇异值直接表明了在哪个位置接

近奇异点时关节速度会超过额定值．

(3) 可操作度指标：将雅可比矩阵与其转置乘
积的行列式作为评价机器人操作能力的指标，即

W =
√

det(JJJJJJT)．当W = 0时，机构处于奇异形位，
当W = ∞时，机构处于不定形位，当W 6= 0且W 6= ∞
时，机构处于非奇异形位，而且W 的值能直观地反
映机构远离奇异形位和不定形位的程度．

(4)综合灵巧度指标：考虑以上 3种指标，建立
综合评价指标来考察全域工作空间内机构的灵巧

度特性．先将 k、1/σmin、1/W 进行归一化处理，选
取全域工作空间内机构的灵巧度评价指标 f1，令

f1 = w1k +w2/σmin +w3/W，其中 w1、w2、w3分别为

权重系数，考虑到该机构的各项同性和响应快速，

可将权重系数设定不同的值，分别为 w1 = 0.4，w2 =
0.4，w3 = 0.2．在机构的工作空间内，f1 越小则机

构越趋于各项同性，同时末端动平台对于关节运动

的反应越快，故选取 f1 作为运动学层面上的目标函

数．

4.1.2 动力学层面

对逆动力学方程式 (1) 进行分析可以看出，由
于末端动平台的运动为平动，机构运动时的哥氏力

为 0，因此机构中杆件之间的相对运动关系变得相
对简单；进一步调整杆件之间的长度关系，可以使

系数 B的值等于 0，即：

B = m5lc5l2 +m4lc4l1−m3lc3l1−m7lc7l1 = 0 (11)

由逆动力学方程中的惯性力项 HHH(qqq)q̈qq和离心力
项及哥氏力项 CCC(qqq, q̇qq)q̇qq进行分析得知，若式 (11)成
立，则在杆 1和杆 2驱动力矩的函数式中能够完全
消除不同坐标间的耦合使用，因此通过合理设计来

优化各杆间的惯量关系，可以削弱机构动力学模型

的非线性程度．

在系数 B的值尽量小的前提下，观察惯性矩阵
HHH(qqq)非主对角线上的元素近似为 0，则 HHH(qqq)惯性
矩阵的非线性程度大大降低．主对角线上的元素

A、E 的值为有效惯量值，由于该机构运行的速度和
加速度较高，因此在工作空间内对关节 1和关节 2
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的有效惯量值 A、E 进行优化，可以减弱该机构的惯
性，降低驱动力矩 τ1、τ2 的损耗．

所以在满足系数 B的值尽量小的前提下，将有
效惯量 A、E 作为优化目标，而且 A、E 的大小处于
同一数量级，故可以取目标函数 f2 = A+E．
同时，在工作空间内为该机构规划一条轨迹，进

行动力学仿真计算．文中假设末端动平台的运动轨

迹如图 3所示，运动范围为 X ∈ [0.55m,0.85m]，Y ∈
[−0.2m,0.2m]，取末端动平台加速度为 25 m/s2，速

度为 1 m/s，走 4段直线，先以最大加速度加速，之
后匀速，再以最大加速度减速到 0，行程覆盖到工作
空间的边界．

图 3 末端动平台的运动轨迹

Fig.3 Trajectories of end effector

应用逆动力学方程式 (1)计算该运动轨迹下关
节 1和关节 2所需的驱动力矩和驱动功率值，这样
可以为电机参数的选择提供依据．在机构满足各项

技术指标的前提下，驱动力矩和驱动功率的最大值

越小越好，故取目标函数 f3 = maxP+maxτ．
4.2 设计变量

各杆的截面形状规则，杆件质量与杆长、截面

积成正比关系；同时机构中含有多个平行四边形结

构，相对的两边杆长相等，因此可以选取杆件长度

l1, l2, l3、杆件截面积 A3,A4,A5,A7 作为设计变量，以

使系数 B的值最小．其中，li 为杆件 i的长度，Ai 为

杆件 i的截面积．
4.3 约束条件

本文从技术要求、运动学、动力学等层面提出

了各自的约束条件．

4.3.1 技术要求层面

该并联机构的杆长与工作空间成线性关系，杆

件长度越长，工作空间越大，所以可以根据技术要

求，将对工作空间（400mm× 300mm）的约束转化
为对杆件长度范围的约束，从而给定各杆件长度的

初始范围，即 0.4m 6 l1, l3 6 0.6mm，0.15mm 6 l2 6
0.4mm．
同时，该并联机构运行在高速高加速度的场合

下，各杆件需要有足够的刚度来抵制其变形．在给

定杆件长度初始范围的前提下，对杆件进行刚度校

核，结合设计经验，给定各设计变量初始截面积的当

量值范围为 0.0003mm2 ≤ A3,A4,A5 6 0.0006mm2，

0.00015mm2 6 A7 6 0.00035mm2．

在后期要借助相应的软件对杆件进行柔性体的

模态分析 [7]，考察机构在高速场合下的固有频率和

变形情况，从而最终确定杆件的截面积，即在优化

后的截面积当量值上设置相应的倍数作为最终的结

果．

4.3.2 运动学层面

(1)在规定的工作空间内，对于该并联机构给定
条件数 k 6 5，可操作性W > 0.2的约束条件，以保
证机构的各向同性性能，提高末端动平台的响应速

度，同时避免奇异位形．

(2)由于电机的额定转速存在上限值，所以需约
束驱动杆 l1 和 l2 旋转的最大角速度值，即关节 1和
关节 2的角速度值应满足一定的约束条件，下面将
说明该约束条件的给出过程．

关节 1和关节 2的角速度不仅与末端动平台的
进给速度有关，而且还与机构尺度参数和机构位形

有关，可以采用矩阵奇异值来确定其上限 [8]，详细

的推导过程如下：

已知末端动平台的速度为

 ẋ

ẏ


 = JJJ


 θ̇1

θ̇2


 (12)

式中，JJJ =


 −l1 sinθ1 l3 sinθ2

l1 cosθ1 −l3 cosθ2


，为机构的雅可

比矩阵．

将式 (12)简写为 vvv = JJJθ̇θθ，并对其进行变形得到
θ̇θθ = GGGvvv，GGG = JJJ−1 为机构的雅可比逆矩阵．同时，对

关节速度 θ̇θθ 取模得到
∥∥θ̇θθ

∥∥2
= θ̇θθ Tθ̇θθ = vvvTGGGTGGGvvv (13)

因为GGGTGGG为 n×n阶的实对称阵，故存在一个正
交矩阵 RRR使 RRRTGGGTGGGRRR = diag(λ1, · · · ,λn)；令 vvv = RRRyyy，
则 yyy = RRRTvvv，将其代入式 (13)中有

∥∥θ̇θθ
∥∥2

= yyyTRRRTGGGTGGGRRRyyy = yyyTdiag(λ1, · · · ,λn)yyy (14)

式中，λ1, · · · ,λn 为实对称阵 GGGTGGG的特征值．
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假设 yyy = [y1,y2, · · · ,yn]
T，则

yyyTdiag(λ1, · · · ,λn)yyy =
n

∑
i=1

y2
i λi (15)

这样可以给出式 (14)的取值范围，即

λmin

n

∑
i=1

y2
i 6

∥∥θ̇θθ
∥∥2 6 λmax

n

∑
i=1

y2
i (16)

又因为 yyyTyyy = vvvTRRRRRRTvvv = ‖vvv‖2，所以
n

∑
i=1

y2
i = ‖vvv‖2，

式 (16)可以进一步写成

λmin ‖vvv‖2 6
∥∥θ̇θθ

∥∥2 6 λmax ‖vvv‖2 (17)

针对式 (17)，若令 ‖vvv‖ = 1，则可以将确定关节
速度取值范围的问题转化为求解实对称阵 GGGTGGG 的
标准特征值 λ 的问题，又因为 GGG = JJJ−1，所以可以转

化为

((JJJ−1)TJJJ−1−σ 2EEE2)vvv = 0, ‖vvv‖= 1 (18)

式中，EEE2为表示 2阶单位阵；λ 为 (JJJ−1)TJJJ−1的特征

值，λ = σ 2；vvv为属于特征值 λ 的特征向量．
所以，可由末端动平台速度确定所需关节角速

度的上下限值，即式 (17)；其中 λmax = σ 2
max，λmin =

σ 2
min；σmax、σmin 分别为雅可比逆矩阵 JJJ−1 的最大、

小奇异值．σmax 和 σmin 的物理意义分别为对应

‖vvv‖max(min) = 1 的末端动平台移动速度最大（小）
值．

图 4 关节角速度上限值在工作空间内的分布情况

Fig.4 The distribution of upper limit of joint angular velocity
in workspace

假定 l1 = 0.5m，l3 = 0.5m，动平台速度为 1 m/s
时，在 400 mm×300 mm 的工作空间中，关节角速
度上限值在工作空间内的分布情况如图 4所示，最
高转速极限接近 3 rad/s，即 60×3/2π = 28.66r/min．
所以设置关节角速度需满足约束条件 θ̇ 6 30r/min．

4.3.3 动力学层面

在并联机构设计优化阶段，对安装在杆件上的

轴承、螺栓等零件的质量作了估算，同时在绘制 3
维立体图时，对辅助支链稍作改动，推导方程时已

将改动后的零部件进行了等效处理．由于进行了估

算和等效处理，因此使式 (11)成立的条件较为苛刻，
只能使系数 B的值尽量小，较大程度上减弱坐标耦
合．所以设置约束条件 |B|< 0.2．
4.4 平面并联机构多目标优化模型

该平面并联机构的多目标优化模型可以表述

为：

设计变量 l1, l2, l3,A3,A4,A5,A7

目标函数

min





f1 = w1k +w1/σmin +w3/W

f2 = A+E

f3 = maxP+maxτ

约束条件 1

s.t.





0.4m 6 l1, l3 6 0.6m

0.15m 6 l2 6 0.4m

0.0003m2 6 A3,A4,A5 6 0.0006m2

0.00015m2 6 A7 6 0.00035m2

约束条件 2

s.t.





k 6 5

W > 0.2

θ̇ 6 30r/min

|B|< 0.2

5 NSGA-II 算法（Non-dominated sorting
genetic algorithm-II）
本文采用基于 Pareto解的 NSGA-II算法进行求

解，它是一种精英策略非支配排序遗传算法 [9-10]．

5.1 多目标优化问题

对于多目标优化问题，通常存在一个解集．就

目标函数而言，这些解之间是无法比较优劣的，其

特点是：无法在改进任何目标函数的同时不削弱至

少一个其他目标函数，这些解称作 Pareto最优解或
非支配解．求解多目标优化问题的主要任务是：毫

无偏好地找到尽可能多的具有代表性的符合要求的

Pareto最优解，在计算得到均匀分布的 Pareto最优
解之后，根据设计要求和工程实际经验，从中客观

地选择最满意的优化结果．
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5.2 NSGA-II算法进化流程
本文采用基于 Pareto解的非支配排序遗传算法

NSGA-II进行求解，NSGA-II算法进化流程为：
(1)随机产生种群规模为 N 的初始父代种群 P0，

并通过遗传算子（交叉、变异）产生子代种群 Q0，其

种群大小也为 N．
(2)将父代种群 Pn和子代种群 Qn合并组成规模

为 2N 的合成种群 Rn；进行快速非支配排序，将 Rn

中的全部 2N 个个体按非支配序号（等级）重新分
类，得到等级 F1,F2,F3 · · ·；计算每一非支配层的个
体局部拥挤距离并排序．

(3)根据排序结果选取 N 个个体作为新的父代
种群 Pn+1．

(4)通过遗传算子（选择、交叉、变异）产生新
子代种群 Qn+1．

(5) 重复 (2) 至 (4) 步，直到达到算法设置的最
大迭代次数．

该算法中对合并的亲代种群和子代种群进行非

支配排序并填充新种群的过程如图 5所示．

图 5 NSGA-II算法种群产生过程图
Fig.5 The production of population in NSGA-II algorithm

6 优化结果（Result of optimization）
6.1 具体应用过程

(1)编码方式：采用实数编码，一个实参数向量
对应成一个染色体，一个实数对应一个基因，一个

实值对应一个等位基因．

(2)初始值赋给：将给定的各设计变量的初始范
围转化到 [0,1]的区间中，然后由随机函数产生各设
计变量的初始值．

(3)适应度函数：根据非支配排序序号给定虚拟
适应度值，分层排序．通过对当前解和种群中所有

个体的分层存放，使得最佳个体不会丢失，迅速提

高种群水平．

(4)遗传算子：包含选择算子、交叉算子、变异

算子．选择算子采用轮赛制选择算子，即随机选择 2
个个体，如果非支配排序序号不同，则选取序号小

（等级高）的个体；若序号相同，则选取周围较不拥

挤的个体．这样可使得进化朝非支配解和均匀散布

的方向进行．交叉算子采用模拟二进制交叉算子．

变异算子采用多项式变异算子．

(5)运行参数：取种群大小 500，变异概率 0.1，
交叉概率 0.9，运行代数 500代．
6.2 运算结果

由 NSGA-II算法得到的不同情况下 Pareto最优
解如图 6所示，3个坐标轴分别对应 3个目标函数
值．从 Pareto 最优解中，选取其中的 15 组解列在
表 1中；在这些解中，先考虑工作空间内全域条件
数、可操作性等因素，选择 f1 较小的几组解；然后，

为了尽可能减弱坐标间的耦合程度，从中选择系数

B 绝对值较小的解；再者考虑加工的难易程度，由
于 l3 和 l4 属同一杆件，A4/A3 的比值越接近 1越好，
所以选择第 5组解作为优化结果．经圆整后，该优
化结果为：l1 = 0.5 m，l2 = 0.27 m，l3 = 0.5 m，A3 =
0.0004 m2，A4 = 0.0004 m2，A5 = 0.00024 m2，A7 =
0.00016 m2．

图 6 Pareto最优解
Fig.6 Pareto optimal solutions

7 结论（Conclusion）
本文从运动学、动力学等方面提出多个目标函

数和约束条件，基于 NSGA-II算法求解高速平面并
联机构的多优化目标问题，使得优化出的结果在很

大程度上消除不同坐标间的耦合，提升了机构的刚

体动力学性能，为接下来进行高速控制提供了良好

的机械硬件基础．同时，NSGA-II 算法给出了同一
系统不同情况下的所有最优解，不需要重复计算就

可以根据设计要求和工程实际经验来权衡选取满足

不同要求的优化结果．
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表 1 多目标优化结果

Tab.1 Results of multi-objective optimization

组 长度 /m 截面积 /m2 两截面比 目标函数 惯量 /kg·m2 目标函数

l1 l2 l3 A3 A4/A3 A5/A3 A7/A3 f1 A E B f3

1 0.567 0.286 0.590 0.000 537 0.883 0.800 0.361 28.3 2.16 1.44 −0.198 193

2 0.466 0.262 0.501 0.000 529 0.926 0.628 0.298 53.1 1.45 1.03 −0.137 162

3 0.449 0.256 0.515 0.000 386 1.520 1.422 0.596 54.7 1.35 1.09 −0.137 156

4 0.501 0.278 0.523 0.000 352 0.987 0.917 0.498 40.8 1.68 1.13 −0.152 172

5 0.519 0.277 0.523 0.000 359 0.943 0.597 0.463 40.8 1.67 1.13 −0.152 172

6 0.483 0.272 0.540 0.000 420 1.421 0.992 0.655 40.9 1.57 1.21 −0.154 167

7 0.480 0.269 0.548 0.000 413 1.440 1.014 0.659 40.9 1.55 1.24 −0.156 165

8 0.462 0.278 0.587 0.000 491 0.906 1.003 0.532 41.1 1.44 1.43 −0.161 158

9 0.494 0.277 0.523 0.000 362 0.954 0.881 0.499 42.0 1.63 1.13 −0.15 170

10 0.479 0.266 0.525 0.000 447 1.197 0.913 0.604 44.6 1.54 1.14 −0.148 166

11 0.403 0.228 0.406 0.000 448 0.848 0.903 0.706 119 1.10 0.72 −0.082 148

12 0.433 0.278 0.429 0.000 561 0.845 0.817 0.311 119 1.25 0.77 −0.103 154

13 0.411 0.271 0.404 0.000 457 0.821 0.873 0.762 119 1.14 0.69 −0.092 150

14 0.412 0.284 0.419 0.000 505 0.951 0.661 0.671 119 1.14 0.75 −0.094 149

15 0.409 0.269 0.400 0.000 456 0.809 0.869 0.759 119 1.13 0.68 −0.090 149
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