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6−ΠΣΣ并联机器人操作机平动工作空间解析
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摘 要} 提出一种求解 y2°≥≥ 并联机器人操作机平动工作空间边界的解析方法q该方法将平动

工作空间问题归结为三类子空间边界求交问题o即分别由六张球面片交集构成的上!下边界与由六张

椭圆柱面交集构成的侧面边界的求交问题q文中还提出主工作空间的概念和相应的解析表达及工作

空间评价指标o并探讨了设计参数对评价指标的影响规律q
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1 引言

六自由度并联机器人操作机工作空间分析涉及已知尺度参数和关节变量变化范围o确定

末端执行器的实现位姿的能力q在 ≥·̈º ¤µ·平台≈t 位置空间解析法研究方面o具有代表性的工

作当属 �²
≈u 提出后经 �²¶¶̈ ¬̄±

≈v 发展的几何法q该方法将固定动平台姿态时的工作空间边界

问题归结为对十二张球面片求交问题q� µ̈̄ ·̈
≈w 和 �¬

≈x 等人也做了类似工作q黄田等人≈y∗ ts 利

用曲面包络论o将可实现给定姿态能力的操作机工作空间边界解析归结为对十二张变心球面

族包络面的求交问题q与 ≥·̈º ¤µ·平台相比oy2°≥≥ 并联机器人操作机≈tt k图 tl具有工作空间

呈规则柱状!各截面运动学性质等同且驱动装置不随动等优点o但目前相关研究报导甚少q

图 t y2°≥≥ 并联机器人操作机传动原理

本文研究求解 y2°≥≥ 并联机器人操作机

平动工作空间的解析方法q该方法针对并联结

构的特点o将确定平动工作空间问题归结为三

类子空间边界求交问题q文中还提出主工作空

间的概念o相应的解析表达式o以及工作空间评

价指标o同时探讨了尺度参数对这些指标的影

响规律q

2 基本构型参数

如图 t 所示oy2°≥≥ 并联操作机由六根垂

直布置的导轨构成的静平台!六条定长杆k后称

支链l和动平台组成o各支链一端用球铰kΣl与

滑块kΠl 连接o另端用球铰kΣl与动平台连接o各铰的联结顺序为 Χιp Αιkι� touo, oylq通过

伺服驱动改变滑块位置o可实现动平台六维空间运动q
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在动!静平台上建立连体系 Οχ2ξ χψχζχ和固定参考系 Ο2ξψζ 如图 tq按 Ο2Βι2Χι2Αι2Οχ构成

六条单开链o点 Οχ在系 Ο2ξψζ 下的位矢 ρ可表示为

ρ � βι n θιεv n Λωι p Ραsι  ι � touo, oy ktl

图 u 操作机平台尺度参数

式中 θιoωι) ) 支链 ι的滑块位移量和支链单

位矢量~

βιoαsι) ) 点 Βι!Αι 在系 Ο2ξψζ 和系 Οχ2ξ χ

ψχζχ下的度量~

Λ ) ) 支链长度~

Ρ ) ) 系关于系 Ο2ξψζ 的姿态矩阵q

εv� ≈s s t Τ

为满足结构对称性要求o设点 ΑιoΒιo布置

如图 uo且为了在不发生支链干涉条件下提高

操作机的灵活度o对动平台按奇偶铰点分层q定

义当动!静平台平行o点 Οχ位于 ζ 轴上o且系

Οχ2ξ χψχζχ与系 Ο2ξψζ 间无旋转时的位形为初

始位形q据此o点 ΑιoΒι 在系 Οχ2ξ χψχζχ和 Ο2ξψζ 下的位矢可表示为

αsι � Λκkναι p Μϖεvl  βι � ΛΛκνβι kul

式中

νβι � ≈¦²¶Βtι ¶¬±Βtι s Τ  ναι � ≈¦²¶Βuι ¶¬±Βuι s Τ

Βκoι� tovox � Αs n Ακ n kι p tl
Π
v

 Βκoι� uowoy � Αs p Ακ n kι p ul
Π
v

ϖ�
ηs

ρα
 κ �

ρα
Λ

�
¶¬±Υs

Λu p uΛ¦²¶Αn t
 Λ �

ρβ
ρα

 Α� Αu p Αt

ι � touo, oy κ � tou  Μ �
s ι � tovox

t ι � uowoy

式中 ΒtιoΒuιoΑsoΑt 和 Αu) ) βι 和 αsι的位置角o初始角和分离角~

ραoρβoηs) ) 动!静平台半径及动平台分层偏距~

ΛoΑ) ) 静!动平台半径比和结构扭角~

ϖ) ) 动平台偏距与其半径之比~

Υs) ) 初始位形下支链单位矢量 ωι 与 ζ 轴间夹角q

在此称 ΛoΑoϖ和 Υs 为操作机的基本构型参数q后续分析表明o这些参数将直接影响工作

空间的大小和形状q

3 工作空间解析

y2°≥≥ 并联操作机的工作空间主要受到滑块行程和球铰转角两类几何约束的作用q其中o

球铰转角约束是基于避免奇异位型≈tu 和球铰机械结构干涉两种考虑q现分别针对这两类约束

构造平动工作空间边界q

3q1 受滑块行程约束的平动工作空间边界

如图 t所示o当仅考虑动平台平动o且仅受滑块行程约束时o点 Οχ在 Ο2ξψζ 下的位矢 ρ满
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足以 ρsι� βιn θsεvp αsιkθs� θ°¤¬kθ°¬±loθ°¤¬kθ°¬±ll为球心o以 Λ 为半径的球面约束方程

Σθs
}ρ � ρsι n Λωι kvl

由并联机构工作空间构成原理≈{ 可知o操作机平动工作空间上!下界 Ω t 和 Ω u 可分别表示为

y张球面片的交集

Ω t � Η
y

ι� t
Σ n

θ°¤¬oι
  Ω u � Η

y

ι� t
Σp

θ°¬±oι
kwl

在此oΣn 表示球面片的外表面边界oΣp 表示球面片的内表面边界q

3q2 受球铰转角约束的平动工作空间边界

为了充分利用球铰的许用锥角o令其安装平面的外法矢与操作机处于初始位形时的单位

矢量 ωsι重合q在铰点 Χι 中心建立固定参考坐标系 Χιp ξ χιψχιζχιo使得轴 ζχι与 ωsι重合o轴 ξ χι与

ωsι≅ εv 同向o轴 ψχι满足右手准则o并令系 Χιp ξ χιψχιζχι相对系 Ο2ξψζ 的姿态矩阵为 Ρ sιq于是o支

链在初始位形时的单位矢量 ωsι可表示为

ωsι � kk¦²¶Βuι p Λ¦²¶Βtιlκk¶¬±Βuι p Λ¶¬±Βtιlκ p ¦²¶ΥslΤ kxl

同理o在铰点 Αι 建立坐标系 Αι2ξ αιψαιζαιq因系 Χι2ξ χιψχιζχι和系 Αι2ξ αιψαιζαι平行o故矢量 ωι 在系

Ο2ξψζ 和系 Χι2ξ χιψχιζχιk或 Αι2ξ αιψαιζαιl下可分别表示为

ωι � Ρ sιω
χ
ι ωχι � ≈¦²¶Φ¶¬±Γ ¶¬±Φ¶¬±Γ ¦²¶Γ Τ kyl

式中 ΦoΓ) ) ωι 在系 Χι2ξ χιψχιζχιk或 Αι2ξ αιψαιζαιl下的球坐标q

不失一般性o略去单开链下标o并将式ktl改写为

ρ � ΛΡ sωχn ρs kzl

考虑到工作边界必为约束起作用边界o故当点 Οχ达到工作空间边界时oω 与 ωs 必满足如下圆

锥面约束

ωΤω � ¦²¶Δso Δs � °¬±kΔβoΔαl k{l

图 v 工作空间几何描述

式中 ΔβoΔα) ) 与滑块和动平台相连球铰的许

用半锥角

化简式k{lo可得运动学位置逆解模型

θ � χΤεv n Λu p kχΤεtl
u p kχΤεul

u k|l

式中 χ� ρn αsp βoεt� kt s slΤoεu� ks t slΤ

将式k|l代入式kvlo ω 可表示为

ω �
t

Λ
kχΤεt χ

Τεu p

Λu p kχΤεtl
u p kχΤεul

ulΤ ktsl

显然oω 与 ρ的 ζ 坐标无关o故受球铰约束时的

平动工作空间是满足 ω
Τ
ωs2¦²¶Δs� s 等式约束

的柱体q

由式kzl知o给定 θ 后oΟχ的轨迹在以 ρs 矢

端为球心oΛ 为半径o曲面坐标为 ΦΙ ≈s uΠ 和

ΓΙ ≈s Δs 的球冠上q如图 v所示o当 Γ� Δso球冠边界上任一点的单位矢量可表示为

ω � Ρ s≈¦²¶Φ¶¬±Δs ¶¬±Φ¶¬±Δs ¦²¶Δs 
Τ kttl
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即球冠边界是一半径为 Λ¶¬±Δs 的空间圆q由投影几何知o单开链工作子空间在任意 ζ 截面的

边界为该圆在 ξ 2ψ平面的投影边界o即长半轴等于 Λ¶¬±Δso短半轴等于 Λ¶¬±Δs¦²¶Υso中心矢量

为

ρε � k¦²¶Δs p tlk¦²¶Βuι p Λ¦²¶Βtι ¶¬±Βuι p Λ¶¬±Βtι sl
Τ n ζεv ktul

的椭圆q在 ρsε的矢端建立局部系 Ε 2ξ εψεζεo使得轴 ξ εoψε 和 ζε 分别与椭圆长轴!短轴及 ζ 轴方

向一致q由图 v可见o因轴 ψε 与 ωs 在 ξ 2ψ平面内的投影方向一致o故可导出支链工作子空间

Σ p
v 的边界方程

ρ � ρsε n Ρ Χρχ ktvl

式中 Ρ Χ �

¦²¶Χι p ¶¬±Χι s

¶¬±Χι ¦²¶Χι s

s s t

 ρχ�

Θ¦²¶Υ

Θ¶¬±Υ

s

Θ�
Λ¶¬±Δs¦²¶Υs

t p ¶¬±uΥs¦²¶uΥ
 Χι � ·¤±p tk

ς·¤±Βuι n kp tlι

ς n kp tlι·¤±Βuι
l p

Π
u

 ς �
t p Λ¦²¶Α

¶¬±Α

ΘoΥ) ) 系 Ε 2ξ εψε 下的极坐标q

于是o根据并联操作机的结构特点o受球铰约束时工作空间边界可表示为

Ω v � Η
y

ι� t
Σ p

vι ktwl

而总体平动工作空间则可表示 Ω ιkι� touovl的交集

Ω � Η
v

ι� t
Ω ι ktxl

3q3 求解关于任意截面工作空间边界的算法

由上述分析可见o在任意 ζ 截面内o平动工作空间是若干圆和椭圆所包含区域的交集o且

边界方程是以支链的局部坐标表示的q为了构造总体工作空间边界o需要实施局部至总体的坐

标变换q

给定 ζ 坐标后o任意单开链在总体坐标系 Ο2ξψζ 下的边界方程可表示为

kρδp ρδslΤkρδp ρδsl � Λu p kζ p ζsl
u

kρδp ρδsεlΤkρδp ρδsεl � Θu
  

若边界满足圆方程

若边界满足椭圆方程
ktyl

式中

ρδ� Θδk¦²¶Η ¶¬±ΗlΤ  ρδs � kξ s ψsl
Τ  ρδsε � kξ sε ψsεl

Τ

ΘδoΗ) ) 系 Ο2ξψ下的极坐标o且 Υ满足方程·¤±Ηp
ψsεn Θ¶¬±kΥn Χl
ξ sεn Θ¦²¶kΥn Χl� sq

据此o式ktyl可表示为形如

Θδu n ΒΘδ n Χ � s ktzl

的二次方程q式中

Β � p uξ s¦²¶Ηp uψs¶¬±Ηo Χ � ξ u
s n ψu

s n kζ p ζsl
u p Λu

Β � p uξ sε¦²¶Ηp uψsε¶¬±Ηo Χ � ξ u
sε n ψu

sε p Θu
 

若边界满足圆方程

若边界满足椭圆方程

据此o可构造求解工作空间边界的算法如下}

ktl 给定 ζ 和极角 Ηo由式ktzl求解单开链工作子空间边界的极径 Θδ~

kul 若 Θδ有一个大于或等于零的实根o则取该值~若 Θδ有两个大于或等于零的实根o则取 Θδ

� °¬±kΘδtoΘδul~若 Θδ无实根o则令 Θδ� n ] ~
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kvl 取所有单开链工作子空间边界极径的最小值 Θδ°¬±为关于 Η的极径~

kwl 对 ζ 和 Η循环o即可求出整个工作空间边界q

4 设计参数对工作空间的影响规律

为了有效的评价工作空间的大小o定义与平动工作空间侧面边界内切的圆柱体为主工作

空间q易导出其半径和高分别为

ρ� Λk¶¬±kΔs n Υsl p ¶¬±Υsl kt{¤l

η � σp Λk t p ku¶¬±Υs p ¶¬±kΥs n Δsll
u p ¦²¶kΥs n Δsll p uϖρα kt{¥l

式中 σ� θ°¤¬p θ°¬±

若设主工作空间与操作机体积比越大构型越优o则可定义如下评价指标

Εt �
ρ
ρβ
o Εu �

σp η
ρβ

kt|l

且应设计构型参数使得 Εtψ °¤¬oΕuψ °¬±q由式kulokt{l和kt|l可得

Εt � ktÙΛ p ¦²¶Αlu n ¶¬±uΑk¦¶¦Υs¶¬±kΔs n Υsl p tl kusl

Εu � ktÙΛ p ¦²¶Αlu n ¶¬±uΑ¦¶¦Υs

k t p ku¶¬±Υs p ¶¬±kΥs n Δsll
u p ¦²¶kΥs n Δsll n uϖÙΛ kutl

图 w 设计参数 ΛoΑoϖ和 Υs 对 Εt 和 Εu 的影响规律

图 w示出了参数 ΛoΑoϖ和 Υs 对 Εt 和 Εu 的影响规律q由图 w可见}
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ktl 当时 Λ�
t

¦²¶ΑoΕt
和 Εu 取得极小值q若 Λ∴

t

¦²¶ΑoΕt
随 Λ增加单调增加~当 ϖ较小时oΕu

随 Λ增加亦单调增加o反之亦反q

kul Εt 和 Εu 随 Α增加单调增加o而随 Υs 增加单调减小q

kvlϖ对 Εt 无影响o但 Εu 随 ϖ增加单调增加q值得指出o在尺度综合时o还应考虑灵活度和

姿态能力等多种因素o以确定构型参数q

5 算例

利用上述方法对一 y2°≥≥ 并联操作机进行工作空间分析o尺度参数如表 tq

表 1 尺度参数

Δs Υs Αt Αu Α ϖ Λ ρα ρβ σ Λ

vsβ v{β xβ ysβ xxβ sqx y t y | {q|t

  图 x示出了关于给定尺度参数的工作空间和主工作空间边界q经计算知o主工作空间为一

Υxqxy≅ uq{x的圆柱体q图 y示出了在任意截面内o 各单支链工作子空间与总体工作空间的求

交关系o及后者与主工作空间的包容关系q

图 x 工作空间三维视图             图 y 工作空间 ζ 截面

6 结论

本文研究了 y2°≥≥ 并联机器人操作机平动工作空间边界解析方法o得到如下结论}

ktl 平动工作空间归结为三类边界所包含的空间的交集o即由六张球面片交集构成的上!

下边界与由六张椭圆柱面交集构成的侧面边界的求交问题q

kul 所提出主工作空间的概念不仅可用于对不规则工作空间的度量o而且具有关于设计

参数的显式解析表达q在此基础上提出的无量纲评价指标o可充分表征设计参数对工作空间的

影响规律q

kvl 本方法还可用于求解三自由度平动 v2°≥≥ 并联机器人操作机的工作空间q
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