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两柔性机器人协调操作的动力学模型

及其逆动力学分析
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摘 要} 柔性机器人动力学是当前机器人研究的热点o而其协调操作问题目前仍为空白q本文首

次建立了柔性机器人协调操作刚性负载的动力学模型o利用有限元法和 �¤ªµ¤±ª̈ 方程o在柔性机器

人协调操作的运动学和动力学协调约束条件基础上o推导出系统的动力学方程o提出了其逆动力学问

题的解决方案o并成功给出了平面两 v� 柔性臂协调操作的数值算例q
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1 引言

高速!高精密!大承载和轻量化是未来机器人的发展趋势o也是现代工业生产中生产率不

断提高的必然要求o在这类机器人中o机械臂柔性!关节柔性和运动副间隙已经成为影响其运

动学性能和动力学性能的重要因素o柔性机器人动力学是当前机器人领域的热点前沿课题之

一q

在柔性机器人动力学方面的研究主要集中在}建模≈wox !动力学方程的数值算法!频域响应

特性!正逆动力学的解法≈{ !振动的抑制!优化设计与综合等几个方面o其研究对象主要是单个

柔性机器人o而在实际应用中o单个机器人所能完成的作业毕竟十分有限o对于象抓取不规则

形状或太重的负载!抓取有自由度的负载!需要在机器人手中转换几次的复杂作业!抓取非刚

性负载等任务o单个机器人是很难完成的o上述这些任务均需两或多个机器人之间的协调操作

才能完成q

而在机器人协调操作这一研究领域中o目前主要从机械臂指端和被操作物体间接触的物

理特性角度o研究了接触约束为完整以及非完整约束时力的封闭性!抓取规划!抓取约束等方

面的内容o接触或连接的具体形式有}固定!无摩擦!有摩擦k如软手指l!滚动!滑动等≈t ~从机

器人与负载本身的材料特性角度o主要研究了}ktl 刚性机器人操纵刚性负载的协调操作≈toy ~

kul 刚性机器人操纵简单的柔性负载的协调操作≈u ~kvl 含弹性关节机器人的协调操作≈v q

由此可以看出o在以上两个领域的研究中o均尚未涉及到柔性机器人的协调操作问题q但

从应用及趋势上看o柔性机器人由于自身刚性差的不足o必然向多臂协调操作的方向发展o因

此o开发这一新领域具有重要的理论意义和应用价值q

柔性机器人协调操作系统是一个含柔性机器人内部各杆之间!运动协调约束和动力协调

约束之间!柔性机器人和被操作物体之间以及柔性机器人之间高度耦合的复杂动力学系统q建
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模是全面开展这一新领域研究的首要工作o本文利用有限元法和�¤ªµ¤±ª̈ 方程建立了柔性机

器人协调操作的动力学模型o探索柔性机器人协调操作区别于刚性机器人协调操作的本质特

性o找出其逆动力学问题解法并通过数值算例进行了平面两 v� 柔性臂机器人协调操作动力

学分析q

2 模型建立

刚性机器人协调操作时o作用于被操作物体上的内力在数学形式上是不定的o需利用附加

约束或优化方法来对其进行分配o但对柔性机器人而言o由于抓取内力与柔性机械臂变形之间

需满足一定的物理条件o所以在柔性机器人的刚性名义运动给定时o它在数学形式上是完备

的q但需指出的是}柔性机器人协调操作的名义刚性运动可能不满足与之相对应的刚性机器人

协调操作的运动协调约束条件q这是因为柔性机器人系统几何形态的确定o除了要具备与柔性

机器人系统相对应的刚性机器人系统的刚性位形之外o还应具备由于机械臂弹性而引起的变

形量o只有这两方面信息完全具备了o才能说柔性机器人系统的几何形态完全确定了q机械臂

的弹性o一方面打破了柔性机器人的名义刚性协调约束条件o从而必须建立新的柔性机器人协

调约束条件o另一方面o又因为机械臂的弹性变形与系统的动力学状态有关o从而使柔性机器

人协调操作系统的运动学分析与动力学分析发生耦合o这两点正是柔性机器人协调操作区别

于刚性机器人协调操作的本质特性q

基于以上认识o下面建立两平面 v� 柔性机器人共同紧抓同一刚体的动力学模型q

2q1 柔性机器人的名义刚性运动分析

图 t显示了刚性机器人的目标位姿和柔性机器人的名义刚性位姿在抓持部位之间的关

系q当给定被操作物体的目标运动参数时o刚性机器人系统的关节位形及运动状态也随之而

定q设被操作物体的质心 Σ 在系统惯性坐标系下的目标坐标为kΣξoΣψl
Τo目标速度为kϖξo

ϖψl
Τo目标加速度为kαξoαψl

Τo物体目标方位角为 Υσo目标角速度为 Ξσo目标角加速度为 Εσo通过

刚体运动学分析≈y o易求得两刚性机器人的相对关节角ϕΗριo相对关节速度ϕΗαριo相对关节加速

度ϕΗβριo其中oϕ� touo表示第 ϕ号机器人oι� touovo表示相应机器人的第 ι号关节oρ为刚性机

器人记号q由于柔性机器人的名义刚性运动不一定和与之相应的刚性机器人的运动一致o所以

我们假设在刚性机器人关节位形基础上o增加一关节位移小量 ∃ ϕΗιkϕ� touoι� touovlo从而

柔性机器人的名义刚性运动参数为}ϕΗι� ϕΗριn ∃ ϕΗιoϕΗαι� ϕΗαριn ∃ ϕΗαιoϕΗβι� ϕΗβριn ∃ ϕΗβιokϕ� touoι� to

uovlq如图 t所示o它们在抓持点相对于刚性机器人位置的变化量为}

∃ ϕξ

∃ ϕψ
� ϕϑρk∃ ϕΗto∃ ϕΗuo∃ ϕΗvlΤ ktl

其中oϕ� touoι� touovoϕϑρ 为第 ϕ号刚性机器人在相应位形下的 �¤¦²¥¬¤±矩阵oktl式两端分

别对时间求一!二阶导数可得其速度和加速度q

我们把 t号机器人作为分析时的主机器人o u号机器人作为分析时的从机器人o如图 to

设由主刚性机器人抓持点指向从刚性机器人抓持点的连接向量为tΟρ
w
u
Ορ

w� kΧξoΧψl
Τo此向量

的模为

Λπ � Χu
ξ n Χu

ψ kul

方位角为 Υσk即被操作物体的方位角lo且
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·ªΥσ �
Χξ

Χψ
kvl

又设由主柔性机器人指向从柔性机器人的名义刚性抓持点的连接向量为}

tΟw
uΟw � kΧξ n ∃ΧξoΧψ n ∃Χψl

Τo其中

∃Χξ � ∃ uξ p ∃ tξo∃Χψ � ∃ uψ p ∃ tψ kwl

此向量的模为 Λπn ∃Λπo方位角为 Υ� Υσn ∃Υσo其中 ∃Λπo∃Υσ 可由对kulokvl两式的全微分得

到}

∃Λπ �
Χξ∃Χξ n Χψ∃Χψ

Χu
ξ n Χu

ψ

kxl

∃Υσ �
∃ΧξΧψ p ∃ΧψΧξ

Χu
ξ n Χu

ψ
kyl

如图 t所示o刚性机器人在目标位姿下的抓持角分别为 ΥtoΥuk逆时针为正o顺时针为负lo柔性

机器人在名义刚性位形下的抓持角分别为}kΥtp Ε∃tl与kΥun Ε∃ulk考虑到后面推导的方便o此

处 Ε∃toΕ∃u的符号不同lo从而由图 to易得}

Ε∃t � p Ε
v

ι� t

k∃ tΗιl p ∃Υσ o Ε∃u � Ε
v

ι� t

k∃ uΗιl p ∃Υσ kzl

图 t 刚性机器人的目标位姿和柔性机器人的名义刚性位姿

2q2 柔性机器人的有限元模型

对于图 u中的两 vΡ 柔性机器人进行单元划分o将每一个杆作为一个单元o从而整个系统

共有 y个单元q以各单元两端的横!纵向弹性位移o弹性转角以及曲率作为广义坐标o并对每一

单元内的横向弹性位移采用 x次 � µ̈°¬·多项式位移场假设o纵向弹性位移采用线性位移场假

设o则每个单元的状态可由 {个广义坐标确定≈z o利用 �¤ªµ¤±ª̈ 方程可求得每一单元在系统

惯性坐标系下的单元动力学方程为≈z }

≈ϕμ σ ¾
ϕυβσÀ n ≈ϕχσ ¾

ϕυασÀ n ≈ϕκσ ¾
ϕυσÀ � ¾ϕφ γ σÀ n ¾ϕφνσÀ n ¾ϕφω σÀ k{l

  上式中oϕ� touoσ� touovo表示第 ϕ号机器人第 σ单元的各项参数o≈ϕμ σ o≈
ϕχσ ! ≈ϕκσ Ι

Ρ {≅ {分别为单元的质量矩阵!阻尼矩阵!刚度矩阵o¾ϕυσÀ!¾ϕυασÀ!¾ϕυβσÀΙ Ρ {≅ t分别为单元的广义
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图 u 柔性机器人协调操作系统的有限元模型

坐标!广义速度!广义加速度o¾ϕφγ σÀΙ Ρ {≅ t为单元刚性惯性力所对应的广义力o¾ϕφνσÀΙ Ρ {≅ t为

由相邻单元及被操作物体相互作用而产生的广义力o¾ϕφω σÀΙ Ρ {≅ t为其它外载作用所产生的

广义力q

为表示统一o我们将整个系统的所有单元重新编号q由机架至夹持端o主机器人编为第 t

至第 v号单元o从机器人编为第 w至第 y号单元o则k{l式成为}

≈μδι ¾υδ
&

ιÀ n ≈χδι ¾υδ
q

ιÀ n ≈κ
δ
ι ¾υδιÀ � ¾φγδιÀ n ¾φνδιÀ n φωδιÀ k|l

其中oι� t∗ yoΝδι�
tΝι  ι� to∗ v

uΝιp v ι� w∗ y
oΝ分别为 μ oχoκoυoυαoυβoφγ oφνoφω q

2q3 柔性机器人协调操作的运动协调约束条件

图 v 柔性机器人的名义刚性位姿和实际位姿

如图 v 所示otΟφ
wo

uΟφ
w 为柔性机器人的实际抓持点 k对应于系统变形后的实际位

形lotΟwo
uΟw 为柔性机器人的名义刚性抓持点k对应于柔性机器人协调操作系统的名义刚性位

形lq下面分析两者之间的关系o导出其运动协调约束条件q

由图 v中的几何关系可知o系统第 v号单元末端弹性转角
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υδvkzl � ΕΥ n Ε∃t ktsl

系统第 y号单元末端弹性转角

υδykzl � ΕΥ n Ε∃u kttl

其中oΕΥ为tΟφ
w
u
Οφ

w 相对于tΟw
uΟw 的转角oΕ∃toΕ∃u可由式 kzl求得q

由式ktslo式kttl可推得

υδykzl � υδvkzl p kΕ∃tsΕ∃ul ktul

ΕΥ � υδvkzl p Ε∃t ktvl

注意到 uqu中广义坐标的选取方式o可知

tΟw
tΟφ

w �
υδvkxl

υδvkyl
ktwl

uΟw
uΟφ

w �
υδykxl

υδykyl
ktxl

对于四边形tΟw
tΟφ

w
u
Οφ

w
u
Οwo其封闭性条件为

tΟw
tΟφ

w n
tΟφ

w
uΟφ

w �
tΟw

uΟw n
uΟw

uΟφ
w ktyl

将式ktyl在系统坐标系的两个方向投影o并将式ktwlo式ktxl代入o则有

υδvkxl

υδvkyl
n Λπ

¦²¶kΥn ΕΥl

¶¬±kΥn ΕΥl
�

υδykxl

υδykyl
n kΛπ n ∃Λπl

¦²¶kΥl

¶¬±kΥl
ktzl

其中oΥ� Υσn ∃Υσq将式 ktzl左端第二项在 Υ点按 Ταλορ级数展开且取一阶近似o经整理后得

υδykxl

υδykyl
�

υδvkxl p ¶¬±kΥlΕΥΛπ p ∃Λπ ¦²¶kΥl

υδvkyl n ¦²¶kΥlΕΥΛπ p ∃Λπ ¶¬±kΥl
kt{l

上述式ktul和式kt{l即为柔性机器人协调操作的运动协调约束条件q

2q4 被操作物体动力学方程与柔性机器人协调操作的动力协调约束条件

设被操作物体质心 Σ 在系统惯性坐标系下的实际坐标为kΣφ
ξ Σ

φ
ψl

Τo方位角为 Αo如图 u则

有

Σφ
ξ

Σφ
ψ

Α

�

Ξ tΟw n υδvkxl n Λπ t¦²¶kΥn ΕΥ n Υπtl

ΨtΟw n υδvkyl n Λπ t¶¬±kΥn ΕΥ n Υπtl

Υn ΕΥ

kt|l

式kt|l中kΞ tΟw ψtΟwl
τ 为主柔性机器人第 v单元末端点tΟw 在系统惯性坐标系下的坐标oΛπ t 为

被操作物体质心实际位置到主机器人实际夹持点的距离oΥπt为常数是 Λπ t 与
tΟφ

w
u
Οφ

w 间的夹

角q

式kt|l左右两边分别对时间求一阶及二阶导数o并注意到 ΕΥ 的值相对于kΥn Υπtl的变化

来说是小量o可得

Σβφξ

Σβφψ

Αβ
�

ΞβtΟw n υδ
&

vkxl p Λπ t ¦²¶kΥn ΥπtlkΥαn ΕαΥlu p Λπ t¶¬±kΥn ΥπtlkΥβn ΕβΥl

ΨβtΟw n υδ
&

vkyl p Λπ t ¶¬±kΥn ΥπtlkΥαn ΕαΥlu n Λπ t¦²¶kΥn ΥπtlkΥβn ΕβΥl

Υβn ΕβΥ

kusl

设被操作物体的质量为 μ σo相对于质心的转动惯量为 Ι σo利用 � º̈·²±2∞∏̄ µ̈方程o可求得被

操作物体的动力学方程为
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μ σ s s

s μ σ s

s s Ι σ

Σβφξ

Σβφψ

Αβ
�

Ε Φρξ

Ε Φρψ

Ε Μρ

n

Ε Φωξ

Ε Φωψ

Ε Μω

kutl

上式中的 ΣβφξoΣβφψoΑβo可参见kusl式oΕ ΦωξoΕ ΦωψoΕ Μωo为其它外力作用于被操作物体的合

外力和合外力矩oΕ ΦρξoΕ ΦρψoΕ Μρ 为机器人对被操作物体的夹持合力与夹持合力矩o且

有

Ε Φρξ � p φνδvkxl p φνδykxl kuul

Ε Φρψ � p φνδvkyl p φνδykyl kuvl

Ε Μρ � p φνδvkzl p φνδykzl n
p φνδvkxl

p φνδvkyl

Τ ¶¬±kΥn Υπtl

p ¦²¶kΥn Υπtl
Λπ t

n
p φνδykxl

p φνδykyl

Τ ¶¬±kΥn Υπul

p ¦²¶kΥn Υπul
Λπ u kuwl

kutl∗ kuwl即为柔性机器人协调操作的动力协调约束条件q

2q5 约束条件与系统动力学方程的建立

k|l式与kutl式共有 xt个方程ow{个广义坐标o它们之间不是独立的o还要受到单元间的

连接约束条件和柔性机器人协调操作的协调约束条件的限制o为了缩减广义坐标的数量o消去

单元之间相互作用的内力o我们需要将这些约束代入到上面 xt个方程中o并重新定义系统广

义坐标o加以整理o得到系统动力学方程q

考虑到单元节点处的运动连接约束条件和系统的运动协调约束条件o设立如图 u的 uz个

系统广义坐标¾ΥÀuz≅ to并把单元广义坐标转换为相应的系统广义坐标o再将系统的运动协调

约束条件ktulo kt{l及动力协调约束条件kutl∗ kuwl代入式k|lo经整理合并o我们就得到了

一个不显含内力o在数学上完备的柔性机器人协调操作系统的动力学方程

≈Μ ¾ΥβÀ n ≈Χ ¾ΥαÀ n ≈Κ  ¾ΥÀ � ¾Φω À n ¾Φγ À kuxl

kuxl中的≈Μ !≈Χ !≈Κ  Ι Ρ uz≅ uz分别为系统的质量矩阵!阻尼矩阵!刚度矩阵且均为非对称矩

阵~¾ΥβÀ!¾ΥαÀ!¾ΥÀΙ Ρ uz≅ t分别为系统的广义加速度!广义速度!广义坐标向量q¾Φω ÀΙ Ρ uz≅ t为

与外加负载有关的系统广义力向量o¾Φγ ÀΙ Ρ uz≅ t为与系统名义刚性惯性参数有关的广义力向

量q

3 逆动力学分析

逆动力学所要解决的问题是}已知被操作物体的目标位姿k轨迹lo求跟踪此轨迹所需的驱

动力k或力矩lo对于柔性机器人协调操作而言o解决此问题的方法步骤如图 w所示o具体细节

参见 uqt∗ uqxq

图 w中的校正输入量对应于 uqt中的 ∃ ϕΗιo它既可作为离线开环主控校正输入o也可作为

在线闭环反馈校正输入o在一般的分析问题中可令其为 sq

4 数值仿真

这里以两平面 vΡ 柔性机器人操纵一个刚性物体o在规定的时间内完成预定k质心l轨迹
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图 w 柔性机器人协调操作的逆动力学算法流程图

运动及方位转动的任务为例o来说明本方法的正确性与有效性q柔性机器人系统参数!被操作

物体参数!目标任务参数分别见表 t!u!vq

表 1  柔性机器人系统参数k单位}° o®ªÙ° 3o�Ù° 2oµ¤§l

基座
位置
坐标

第 t杆
杆长

Λt

第 u杆
杆长

Λu

第 v杆
杆长

Λv

材
料

密
度

Θ

弹性
模量

Ε

弹性
模量

Γ

截面
形状

截面
长度

α

截面
宽度

β

Ρ αψλε2
ιγ η 阻
尼系数

Αt

Ρ αψλε2
ιγ η 阻
尼系数

Αu

抓
持
角

Υϕ

主柔性
机器人

s

s
tqx tqx sqwx 铝 uzts

yqzz

≅ tsts
uqys

≅ tsts
矩形 sqst sqst sqsv s

从柔性
机器人

v

s
tqx tqx sqwx 铝 uzts

yqzz

≅ tsts
uqys

≅ tsts
矩形 sqst sqst sqsv Π

表 2  被操作物体参数k单位}° o®ª# °
2o®ªoµ¤§l

质 量 μ σ 对质心的转动惯量 Ισ Λπ Λπ t Λπ u Υπt Υπu

squx sqt squ squ squ ΠÙv uΠÙv

表 3  目标任务参数k单位}° o¶oµ¤§o°Ù¶oµ¤§Ù¶l

质心轨迹方程
质心起
点坐标

质心终
点坐标

起始方
位角

终止方位角
总操作时间

Τσ

起动耗时

Τθ

制动耗时

Τζ

ψ� sqxn sqxξ
uqs

tqx

tqt

tqsx
ΠÙu p

uΠ
v
k顺时针l w sqw sqw

起动线k角l速度规律

s� τ� Τ θ

匀速线k角l速度运动规律

Τθ� τ� Τσp Τζ

制动线k角l速度规律

Τσp Τζ� τ� Τσ

ϖ�
≈¦²¶kτÙΤ θ Πn Πln t 

u
ςχ ϖ� ςχ ϖ�

¦²¶¾≈τp kΤ σp Τ ζl  ΠÙΤ ζÀn t

u
ςχ

注}可由目标任务的其它参数唯一确定q

通过分析得到质心的运动误差和转角误差随时间的变化规律如图 x所示o各关节的驱动

力矩随时间的变化规律如图 y所示q由图 xo 图 y的结果可看出o 质心运动过程中 ¼方向最大

误差达 tx°° o¬方向最大误差达 x°° o转角最大误差达 sqstxµ¤§o这说明机械臂的柔性变形

对于多机器人协调操作精度有十分重要的影响~同时o从以上两图又可看出o在起动和制动区

间o误差和驱动力矩的振动最剧烈和幅值最大o因此o选择适当的起动和制动规律及耗时对于

改善柔性机器人协调操作系统的性能!提高精度也是非常重要的q
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图 x 被操作物体质心位置及转角误差      图 y 各关节驱动力矩

5 结论

本文利用有限元法和�¤ªµ¤±ª̈ 方程o 首次建立了两 v� 柔性机器人协调操作刚性负载的

动力学模型o并指出了柔性机器人协调操作区别与刚性机器人协调操作的两点本质特性} tl

柔性机器人协调操作的名义刚性位形不一定满足相应的刚性机器人协调操作的协调约束条

件~ ul 柔性机器人协调操作的运动学分析和动力学分析之间存在相互耦合q而后o利用本文

提出的柔性机器人协调操作的逆动力学求解方法o通过数值仿真分析o 说明了机械臂的柔性

变形对于多机器人协调操作精度有十分重要的影响q在柔性机器人协调操作动力学模型基础

之上o采取何种控制规划策略来提高多柔性机器人协调操作的精度将是以后研究的重要方向q
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