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轮式移动机器人在圆形管道中的运动学建模与分析
*
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摘  要: 为解决圆形管道中轮式移动机器人的运动控制问题, 分析了轮式移动机器人在圆形管道中的运动学

特性. 借助接触点的切平面, 单个轮子在平面上的位置和运动描述方法被应用在圆管的柱面上. 推导了单个轮子在

柱面上纯滚动时轮心的轨迹和速度.运用刚体运动瞬时螺旋理论, 对由两个固定轮和一个舵轮组成的 ( 1, 1)型三轮

机器人在圆形管道中的运动进行了建模分析,并对此运动学模型进行了仿真.
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 Abstract: To so lve them otion contro l prob lem o fwhee led mob ile robo ts in round ducts or p ipes, kinema tic character istics

o f wheeled m ob ile robots in round ducts or pipes a re ana lyzed. Description o f the position and mo tion o f aw hee l on a plane

is applied to the cy linder o f round ducts /pipes by d int o f the tangent plane o f the con tacting po in t. The tra jecto ry and ve loc-i

ty o f the center o f the whee l is educed w hen it pure ly rolls in the cylinder. W ith the theory of instantaneous screw of a r ig id-

body m otion, the k inem aticm ode l o f three-whee l type ( 1, 1) robo ts w ith two fix ed whee ls and a steer ing whee l in the cy lin-

der of round ducts/p ipes is presented and d iscussed. S im ulation results are presented to show the pe rfo rm ance of the k ine-

m aticm ode .l

 K eywords: whee led m ob ile robo t; k inem atic m ode;l cylinder; instantaneous screw

1 引言 ( Introduction)

轮式移动机器人能以相对简单的机构实现高速

稳定的移动, 且与其他移动机构相比具有较高的能

量利用率, 因此越来越多地应用在农业、工业、火星

探测和人们日常生活中. C amp ion等人对轮式移动机

器人的轮子结构与分类,轮式移动机器人的分类, 水

平平整路面上轮式移动机器人的运动学与动力学模

型进行了分析
[ 1, 2]

.文 [ 3~ 5]对轮式移动机器人在非

平整路面上的运动学和动力学进行了分析. 文 [ 6, 7]

对火星探测轮式移动机器人的运动学建模、规划、控

制给出了详细的分析和讨论. 但这些运动学模型并

不能解决圆形管道环境中轮式移动机器人的运动控

制问题.

由于轮式移动机器人在管道的柱面上运动时具

有特殊的几何约束, 所以轮式移动机器人在柱面上

的运动学模型比较复杂. 为解决圆形管道中轮式移

动机器人的运动控制问题, 本文把单个轮子在平面

上的运动描述方法通过切平面推广到柱面上, 分析

出单个轮子在柱面上纯滚动时轮心的轨迹和速度.

在此基础之上, 提出了轮式移动机器人在柱面上位

姿的描述方法, 分析了其在柱面上运动时的几何约

束, 列写出其约束方程, 最后对具有代表性的 ( 1, 1)

型三轮移动机器人在柱面上的运动进行了建模分

析, 并对轮子的轨迹、几何约束条件和 ( 1, 1)型三轮

移动机器人的原点瞬时速度进行了仿真.
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2 圆形管道中单个轮子的运动学分析 ( The

m otion analysis of a single wheel in round

ducts /p ipes)

为了使分析问题简单, 做如下假设: ( 1)轮子简

化成一个圆盘, 与壁面接触是点接触; ( 2)轮子与壁

面之间是纯滚动; ( 3)轮子与壁面都是刚性的.

2. 1 单个轮子在平面上的纯滚动

如图 1所示, 单个轮子在平面上的运动用 5个广

义坐标 x、y、A、B和 <来描述. x、y是接触点 Q的坐

标; A确定了接触点运动方向与 y轴的关系; B表示

轮子平面的倾斜角度; <是轮子滚动时的转角. 从接

触点在平面上的运动可得到轮子做纯滚动时的两个

非完整约束:

x
#

= r<
#
sinA

y
#

= r<
#
cosA

( 1)

其中 r为轮子半径. 那么单个轮子在平面上纯滚动

时,有 5个广义坐标和两个运动约束, 系统的自由度

是 3
[ 8 ]

.

图 1 轮子在平面上纯滚动时运动分析

F ig. 1 K inem atic ana lysis o f a pure-rolling whee l on a plane

2. 2 单个轮子在柱面上的纯滚动
单个轮子在圆管的柱面上的运动描述借鉴单个

轮子在平面上的运动描述, 与其不同的是 A定义在

接触点 O 1的切平面上. 如图 2所示, 轮子与管道的

柱面相切于 O 1点.以圆管轴线为 x轴,管道截面中与

x轴垂直向上的方向为 z轴, 同时与 x轴和 z轴垂直

的方向为 y轴, 建立绝对坐标系.过 O 1作管道柱面的

切平面和轮缘圆的切线 m. 切平面的法向量 O 1O 2和

切线 m的法线 O 1O之间的夹角为 B, 切线 m 与柱面

母线 l之间的夹角为 A, 它们之间的几何关系如图 2

所示.

图 2 轮子在圆管的柱面上纯滚动时运动分析

F ig. 2 K inem atic analysis o f a pure- ro lling wheel

in the cy linder of round duc ts/p ipes

  当轮子以角速度 X在柱面上纯滚动时,柱面上

与轮子接触点的集合为:

x = - Xtr cosA

y = R cos - X tr sinA
R

z = R sin - Xtr sinA
R

( 2)

其中 R 为柱面的半径, t为运行时间. 表示成空间曲

线为:

 p ( t ) = - XtrcA R c
- Xtr sA

R
R s

- XtrsA
R  ( 3)

在不产生混淆的情况下, 本文用 c表示 cos, s表

示 sin.

以曲线在接触点 O 1处的切矢、主法线与副法线

为坐标轴建立活动坐标系, 即弗朗内特 (Frenet)活动

标架
[ 9]

,如图 3所示.

图 3 接触点弗朗内特活动标架的建立

F ig. 3 F renet fram e based on the contacting po int
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  单位切矢

S=
p
#

P
# ( 4)

副法矢

b=
p
# @ p

##

p
# @ p

## ( 5)

主法矢

n= b @ S= (p
# @ p

##
) @p#

(p
# @ p

##
) @p#

( 6)

坐标转换矩阵, 也称哈登伯特 ) 迪那维特

(H artenberg-Denav it)矩阵为:

D
( ij)

=

A
( ij )

s d
( i)

ij

, s ,

0 s 1

( 7)

其中 A
( i, j )

= e
( i) # e

( j ) T
= S n b

T # e
( j ) T

.

d
( i)

ij =

- Xtr cosA

R cos
( - Xtr sinA)

R

R sin
( - XtrsinA)

R

( 8)

轮心在弗朗内特活动标架中的坐标为 ( 0,

r cosB, r sinB),那么轮心在绝对坐标系下的坐标

x

y

z

1

=D
( ij )

0

r cB

r sB

1

=

- r sBsA- XtrcA

- rcBc
Xtr sA

R
+ r sBcAs

Xtr sA
R

+ R c
Xtr sA

R

r cBs
X trsA

R
+ rsBcAc

Xtr sA
R

- R s
XtrsA

R

1

( 9)

对上式进行一次微分, 可以得到轮心的速度 v =

( x
#

y
#

z
#

). 过轮心的柱面的半径方向向量为 n = ( 0

- y - z ),由于 v# n = 0, 所以轮心的速度方向垂直

于过轮心的柱面的半径.

轮心的速度大小

v = x
# 2

+ y
# 2

+ z
# 2

=
Xr
R

( - 2r
2
c
2
Bc

2
A+ r

2
c
2
B- 2R cB

 + 2R r cBc
2
A+ R

2
+ r

2
c
4
Ac

2
B+ r

2
c
2
As

2
A)

1
2

( 10)

3 轮式移动机器人在圆管的柱面上位姿描述
( Posture description of wheeled mobile

robots in the cylinder of round ducts/

p ipes)

机器人在管道的柱面上的位姿可以用机器人上

一点绝对坐标 ( x0, y0, z0 )和它的欧拉角 ( U, H, W)表

示.

欧拉角的定义如下: 移动机器人在管道中的某

一位置的位姿可以看成移动机器人由原始位置和姿

态经过平移和旋转得到. 旋转的过程如下, 机器人先

绕 x轴旋转 W,然后绕 y轴旋转 H,最后绕 z轴旋转 U.

欧拉角 W、H、U也称为偏转、俯仰和横滚角.

根据欧拉角的定义,旋转矩阵为:

R (U, H, W) =

cUcH cUsHsW- sUcW cUsHcW+ sUsW 0

sUcH sUsHsW+ cUcW sUsHcW- cUsW 0

- sH cHsW cHcW 0

0 0 0 1

(11)

根据移动自由度和转向自由度的不同, Camp ion

等人把轮式机器人分为 5类
[ 1, 2]

, 其中 ( 1, 1)型轮式

机器人的实际应用最多. 轮式机器人在管道中通常

只有 3个轮子同时与柱面接触, 所以研究轮式移动

机器人在柱面上的运动特性, ( 1, 1)型三轮机器人具

有代表意义.

图 4 机器人上移动坐标系的建立

F ig. 4 M ov ing coo rdina te system in the mob ile robot

  如图 4所示, ( 1, 1)型三轮机器人的前轮为舵

轮, 后两轮为固定轮
[ 1, 2]

. 已知后面两轮之间距离为

b,后轮轴与前轮轮心之间的距离为 h.在机器人上以

垂足 H点为原点,HA 为 x轴, HB为 y轴以及它们的

垂线为 z轴,建立移动坐标系. 根据前面横滚、俯仰和

偏转角的定义和式 ( 11), 从移动坐标系到绝对坐标
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系的坐标转换矩阵为:

D
( ij)

=
R (U, H, W) di j

0 1
( 12)

其中 d ij = x0 y0 z0
T
. 绝对坐标系的建立与 2. 2节

中相同, (x0, y0, z0 )为移动坐标系原点H 在绝对坐标

系下的坐标. 机器人上一点在移动坐标系下坐标为

( x�, y�, z�), 在绝对坐标系下坐标为 x, y, z ,有

x

y

z

1

=D
( ij )

x�
y�
z�
1

( 13)

根据式 ( 13), 前轮的轮心在绝对坐标系下的坐

标为:

xA

yA

zA

1

=D
ij

h

0

0

1

=

h ( cUcW+ sUsHsW) + x0

h# cHsW+ y0

h( - sUcW+ cUsHsW) + z0

1

( 14)

同理可求出左后轮的轮心在绝对坐标系下的坐标

为:

xB =
b
2

- cUsW+ sUsHcW + x0

yB =
b

2
cHcW+ y0

zB =
b

2
sUsW+ cUsHcW + z0

( 15)

右后轮的轮心在绝对坐标系下的坐标为:

xC = -
b
2

- cUsW+ sUsHcW + x 0

yC = -
b

2
cHcW+ y0

zC = -
b

2
sUsW+ cUsHcW + z0

( 16)

三轮机器人的每个轮子的外缘圆都可以看成是

一条空间曲线,可以用参数方程来表示
[ 9]

. 如图 4所

示,在移动坐标系中, 前轮外缘圆可表示为:

p�1 t1 = h + rcosCcost1 r sinCcost1 r sint1 ( 17)

左后轮外缘圆可表示为:

p�2 t2 = rcost2  b
2

 r sint2 ( 18)

右后轮外缘圆可表示为:

p�3 t3 = rcost3 -
b

2
 r sint3 ( 19)

其中 C为舵轮转角, t1、t2、t3为参数,表示动半径与基

半径之间的夹角,且都属于 [ 0, 2P).

根据式 (13)可求出 3个轮子外缘圆在绝对坐标

系下的参数方程 p1 ( t1 )、p2 ( t2 )、p3 ( t3 ).

圆上每一点的切向量

v
→
=
dp t

dt
(20)

机器人在管道的柱面上行驶时, 3个轮子与管道

的柱面始终相切, 轮子外缘圆上接触点的切向量属

于柱面上过接触点的切空间, 所以接触点的切向量

垂直于切平面的法向量.根据两向量垂直的条件有:

v
→ # n

→
= 0 (21)

每个轮子可以列出一个方程, 所以根据上式可以列

写出 3个方程.其中 n
→
为柱面上接触点 Q的切平面的

法向量, 有:

n
→
= (0 - yQ - zQ ) (22)

其中, (xQ , yQ, zQ )为接触点 Q在绝对坐标系下的坐

标. 接触点坐标满足参数方程 p1 ( t1 )、p2 ( t2 )、

p3 ( t3 ).

同时,接触点 Q在绝对坐标系下的坐标满足管

道的柱面方程:

yQ

2
+ zQ

2
= R

2
(23)

3个轮子可以列出 3个方程.式 ( 21)和式 ( 23)共有 6

个方程, 包含有 x0、y0、z0、W、H、U、t1、t2和 t3共 9个未

知数.减掉求解 t1、t2和 t3所需要的 3个方程,还剩下

3个方程.所以用机器人上一点坐标 ( x0, y0, z0 )和它

的欧拉角 ( U, H, W)表示机器人的位姿时,根据相切条

件可以得到 3个约束方程. 从上面的方程组可以看

出, x0是独立的,剩下的 5个变量中如果已知其中的

两个,根据约束方程可以求解出其余的 3个.

由上面分析得出, 三轮机器人在柱面上的位姿

用一点坐标和机器人的欧拉角表示时, 具有 6个广

义坐标和 3个约束方程,所以其具有 3个自由度.

4 轮式移动机器人在圆管的柱面上的运动学
模型 (K inem atic m odel of wheeled mobile

robots in the cylinder of round ducts/

p ipes)

对于图 4所示的 (1, 1)型三轮机器人,假设左后

轮 (即轮 2)为驱动轮,它的转速为 <
#

2 ( t ),舵轮的方

向角为 C( t ),那么控制输入为 <
#

2 ( t)和 C( t).

在第 3节中已经分析, 如果已知机器人某时刻

的位姿 (x 0, y0, z0, U, H, W),则根据约束方程可求出轮

2与柱面接触点 Q 2的绝对坐标 ( xQ
2
, yQ

2
, zQ

2
)和此点

的切向量 vQ 2.
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接触点 Q 2的切平面的法向量为:

  n2 = (0 - yQ
2
- zQ

2
) ( 24)

在轮平面里接触点 Q 2的切线的法向量为:

Q 2B = ( xB - xQ 2
 yB - yQ 2

 zB - zQ 2
) ( 25)

其中 (xB, yB, zB )为轮 2的轮心坐标, 根据式 ( 15 )求

出.

根据单个轮子在管道里位置与运动描述中 A、B

的定义,有:

A= arccos
l
→

# vQ 2

l
→

# vQ 2

( 26)

B= arccos
Q 2B # n2

Q 2B
# n2

( 27)

式中的 l为经过接触点母线的方向向量, 可取为:

l
→

= ( 1 0 0) ( 28)

得出轮 2的 A和 B之后, 根据式 ( 10)可以求出轮 2

的轮心速度大小 v2 .

根据前面单个轮子在柱面上的运动学分析, 对

于三轮机器人上的每个轮子, 轮心的速度垂直于过

轮心的柱面的半径, 同时垂直于该轮的轴线, 如图 4

所示, 所以轮 1的轮心速度为:

v1 = v1
DA @nA

DA @nA

( 29)

轮 2的轮心速度为:

v2 = v2
BC @ nB

BC @ nB

( 30)

轮 3的轮心速度为:

v3 = v3
BC @ nC

BC @ nC

( 31)

其中DA为前轮轴方向向量, BC为后轮轴方向向量, nA

= ( 0 - yA - zA ), nB = ( 0 - yB zB ), nC = ( 0 - yC

- zC ). ( xA, yA, zA )为轮 1的轮心坐标, 由式 ( 14)求

出; (xC, yC, zC )为轮 3的轮心坐标, 由式 ( 16)求出.

把机器人看成一个刚体, 机器人在柱面上的运

动是一个一般刚体的运动问题. 设瞬时转动轴为直

线 L,用 Plôcker坐标
[ 10]
表示为:

KL =
e

n
( 32)

其中有 e# e= 1, n# e= 0.

瞬时螺旋轴也可以用轴上距离原点最近的矢量

p c0来描述,有:

p c0 =
X @ (a

#
- X @a )
X

( 33)

式中的 X是刚体瞬时螺旋的角速度矢量, X 表示

角速度的大小,且 X= X e. a
# 表示刚体上任一点 A

点速度, a为 A点的位置矢量.根据式 ( 33), 3个轮心

可以列出 3个方程. 用 v+表示 v平行于直线 L的速

度分量, 即 v到角速度矢量 X上的投影.因为刚体上

所有点的速度到角速度矢量上的投影都是相等的,

所以有:

v1+ = v2+ = v3+ (34)
即

v1 # e= v2# e= v3 # e (35)

由式 ( 33)和 ( 35)可以列出 5个方程,加上 e# e= 1

共有 6个方程. 方程组中有 ex、ey、ez、 v1 、 v3 、

X 共 6个未知数,可以解出这 6个方程.

移动机器人上移动坐标系原点H的速度为:

vH = vH + + vH L (36)

式中 vH +
为平行于直线 L的速度分量, vH L

为垂直直

线 L的速度分量. 那么

x
#

y
#

z
#

=

vH x

vH y

vH z

(37)

根据第 3节的分析, y0、z0、U、H、W中只要知道其

中的 2个,由约束方程可以求出剩下的 3个变量,所

以式 ( 37)即为 ( 1, 1)型三轮移动机器人在柱面上的

运动学方程.

5 仿真实验 ( S im ulation experim ent)

5. 1 单个轮子在柱面上纯滚动的仿真实验

取圆形管道的半径 R = 250mm, 轮子半径 r =

50mm,角速度 X= 2rad /s, A= P /3, B= P /3, t< 22s

时, 接触点轨迹、轮心的轨迹和轮子的外缘圆仿真如

图 5所示.为了使轨迹看得清楚,把管道 /锯掉 0了一

半.

图 5 单个轮子在柱面上纯滚动时接触点、轮心的轨迹
F ig. 5 T ra jectory o f the cen ter po int, tangent po in t

when a whee l pure ly ro lls in the cy linder
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5. 2 约束方程的求解与运动学仿真
管道和轮子尺寸与前面相同,设 b= 280mm, h =

300mm, C= P /6,如果已知 H= W= 0,即后轮轴线处于

水平的位置,根据前面的分析列出约束方程, 求解剩

下的 6个未知数. 当 t1 = t2 = t3 = 418562rad时,去掉复

数解, 得到 4组实数解,分别为:

y0 = 0, z0 = - 15711232mm, U= 011438rad;
y0 = 0, z0 = - 25510753mm, U= 219978rad;
y0 = 0, z0 = 25510753mm, U= - 011438rad;
y0 = 0, z0 = 15712132mm, U= - 219978rad.
4组解表示满足相切条件的机器人在空间中可

以有 4种位置:第一组解表示机器人在管道底部, 与

内壁相切;第二组解表示机器人在管道底部, 与外壁

相切; 第三组解表示机器人在管道顶部, 与内壁相

切;第四组解表示机器人在管道顶部,与外壁相切.

图 6 三轮机器人在柱面上的一个位姿及相应的瞬时旋转轴

F ig. 6 A pose o f the three-whee lmob ile robot in the cy linder

and the homo logous ax is o f instantaneous screw

  取轮式移动机器人原点坐标 x0 = 100mm,

y 0 = 0mm, z0 = - 15711232mm, 欧拉角 H= W= 0, U=

011438 rad, 根据机器人的结构参数和 3个轮子的参

数方程画出柱面上的 3个轮子、后轮轴和后轮轴的

垂线, 如图 6所示.

从图中可以看出, 机器人的 3个轮的外缘圆与

柱面相切.

当左后轮作为驱动轮, 输入的转速 <
#

2 ( t ) =

2rad /s时, 根据式 ( 33 )、式 ( 35)和 e# e= 1 求出

ex= - 015357, ey = 0, ez = 018444, 角速度大小 X =

012687 rad /s,前轮轮心速度大小 v1 = 7919335mm /s,

右后轮轮心速度大小 v3 = 4319245mm / s.

那么,机器人此时在柱面上运动的瞬时螺旋轴

为:

x- 7112898
- 015357 =

y + 19916104
0

=
z- 4512273
018444 (38)

根据式 (38)可绘出瞬时旋转轴,如图 6所示.根

据式 ( 37 ), 求得移动坐标系原点 H 的速度为

[ 2616712 2214190 5712218] (单位为 mm /s), 图 6

中的HP表示原点的速度.

在计算中发现代入不同的舵轮转角, 根据约束

方程解得的接触点坐标不同, 所以机器人位姿也不

一样.在求解瞬时旋转轴的过程中,驱动轮输入转速

<
#

2 t不同时,瞬时旋转轴的空间位置不发生变化,说

明瞬时旋转轴的空间位置只与舵轮转角和机器人当

前位姿有关; 而瞬时螺旋的轴向速度和圆周速度随

驱动轮输入转速的增大而变大.

6 结论 ( Conclusion)

本文介绍的管道环境中轮式移动机器人模型建

立在 Campion等人提出的轮子结构与分类的基础之

上, 针对圆形管道这一特殊环境,提出了机器人在圆

形管道中的位姿描述方法, 并建立了 ( 1, 1)型三轮机

器人的运动学模型, 是轮式移动机器人运动学模型

理论的扩展和补充.

管道环境中轮式移动机器人的建模与分析对通

风管道清污机器人、输油管道 /污水管道检测机器人

等管道机器人的机械结构设计具有参考意义, 是这

一类移动机器人运动分析与控制的基础.
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  在样机试运行过程中, 还发现了一些需要改进
的不足之处:由于条件限制,使用的轮子并未达到原

先设计的要求, 采用的轮子接地面积小, 接地比压

大,在松软地面具有较大的下陷, 导致运动阻力增大

并且转弯耗能大;轮子上没有圆锥状突起, 使得探测

车很有可能在翻转时停留在轮子的顶面上. 以上问

题,都与轮子的结构有关,因此, 可以通过不断改进

轮子结构来解决.

4 结论 ( Conclusion)

( 1)本文介绍了一种新型可翻转星球探测车的

设计方案,设计了 45b轮架机构、新型姿态传感器、特

殊的轮子结构和太阳能储能供电装置,以简单可靠

的机构实现了探测车四面都可着地行驶, 同时又保

证翻转不影响太阳能的有效利用. 这种探测车具有

不怕翻转的优点,运行速度可以加快,为迅速到达指

定探测地点执行探测任务创造了条件.

( 2)可翻转探测车除可用于星球探测外, 在军

事、人员搜救、山洞探测等领域还有一定的研究应用

价值.

( 3)本文给出的可翻转探测车还只是初步的原

型设计,仍然存在不少问题,比如它的越障能力还不

强,要实现真正的星球探测,这方面还需做进一步的

研究加以改进.
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