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摘要 本文首次提出了挠性机器人逆动力学问题的精确数学模型
,

并通过对其线性化
,

形成线性解藕的

由运动约束方程和动力约束方程联立的数学模型
,

并就平面 升连杆手仲建立了逆动力学基本方程式
.

最后
.

就 3 连杆手臂进行了仿真
,

验证了本方法
.

关钻词 : 挠性机器人
,

逆动力学建模
.

1 引言

机器人技术正向高速度
、

高精度和 自身结构轻量化的方向发展
,

由此产生了构件弹性

变形的问题
,

尤其象航天飞船
、

航天飞机上的操作器和高速运转的工业操作器
,

因构件弹

性变形使系统精度和稳定性明显下降 ‘’〕
,

作为改善位姿误差的一个方法是计及构件弹性

变形的前馈补偿控制
,

其基础是要求事先知道执行目标位姿所需的驭动力(矩)
,

即求解逆

动力学问题
.

目前
,

对挠性机器人动力学建模已有不少方案
,

M irro 〔2〕早在 1972 年就对 1 连杆手

臂进行了建模
,

B oo k 即 等人对进行平面运动的 2 连杆手臂建模并提倡计及弹性振动的手

臂控制
,

su n a d a 和 n u b o w sk y (4〕采用有限元(FE M )和部件模态综合(e M s)法进行振动解

析
.

由于挠性机器人动力学模型的复杂性
,

表现在动力学方程为非线性
、

且各构件弹性小

变形之间
、

刚体大位移庆节位移 )之间及构件小变形和刚体位移之间祸合
,

使得精确的建

模一直停留在 1
、

2 杆手臂模型
,

无法延拓至更多杆的情况 〔s)
,

M uk o b ra to vi c 〔。 则假设

构件小变形和刚体大位移之间的藕合为弱祸合
,

可忽略不计
,

因此建模过程较为简单
,

马

正东等人探讨了轨迹控制时的逆动力学问题 ‘”
.

2 挠性机器人逆动力学问题的建模

2
.

1 逆动力学问题的一般模型

机器人为实施反馈控制和计算力矩控制是以逆动力学问题为基础的
,

挠性机器人的逆

动力学问题跟刚体机器人的情况一致
,

是给定手端目标位姿求关节变量和驱动力(矩 )的问

题
.

对于刚体这一问题应分步求解 : 1)由给定的目标位姿求出关节变量(运动学逆过程 );

2) 又 由关节变量计算驱动力(矩 )
,

挠性机器人的逆动力学问题与此不同
,

作者认为可归纳

为求解如下两个约束方程联立的问题
.

a) 运动约束方程

手端的位姿关节变量 q 和构件变形 u 共同制约
,

所以给定的目标位姿应满足

R
。 = R (叮

,
u ) (l)

b) 动力约束方程

关节变量(q冲
,

幸
‘

)和构件变形量(u
,

应
,

d
’

)又受关节驱动力(矩): 制约
,

应有
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F( D ~ 大毋
’,

母
,

不 应
’ ,

应
,

u) (2 )

由(l )和 (2) 式联立建立挠性机器人的逆动力学模型
,

间题的复杂性不仅在于求解非线

性
、

祸合的联立方程
,

而在于建立动力约束方程的困难上
.

另外
,

该动力约束方程也不适

合理论分析
.

2 逆动力学模型的线性化

在方程(l) 和 (2 )式中若按刚体假设
,

此时为
R 。 = R (叮。

,

0) (3 )

F(T
。)一 关毋

’。 ,

毋
。 ,

; 。: o
,

o
,

o) (4 )

式中 q0
、 : 。

为在刚体假设下执行目标位姿 R
。

的关节变量
、

驱动力(矩)
,

使方程(l )
、

(2) 式

在 q = 外
、 , 一 、

, 。 一 o 的附近泰勒级数展开
,

并取一阶近似有
、,
,、
JJ、,.es矛、l
护、J
、尸

1
户、..矛、

,
声

‘J了O,
‘
丹托O少�01,�

了.甩了.、了.龟
,

了..了.
、, .卫1二,且

了,、了.、了
..、

R x = 0
召

式中

M
:

分
‘

+ c
:

分 + K
:
x = Q

:

x 一 协q r , : r】r
,

△q = q 一‘

一一一一一一R
;

M
,

e

召

K =

Q
,

=

器
,

器
】
。 一、一

导
,

黔
, 一 。

,
。一 。。

影
,

影
,一。

.

、
一 。.

尝
,

影
,
。 一。, . , .

罕
}
: 一 : .

(一
: 。)

当然
,

以上线性化的必要和充分条件是构件的变形服从线弹性条件
,

且小变形
.

以上

(5 )和 (6 )两式中的 R , 、

M
, 、

凡
、

Ca
、

Q
,

是 甲。
、 : 。

的函数
,

且 叮。
、 : 。

都按刚体情况下的逆

动力学间题求解得到
,

故 R,
、

M
, 、

C
、

Ka 和 Q
,

是已知的量
,

因此可从联立方程(5) 和 (6)

式中解得逆动力学的驱动力 (矩 )和构件的变形量
“,

及各关节变量
; = 叮。 + △穿 (13 )

上述理论适于空间挠性机器人
.

下面具体建立平面
n
连杆手臂逆动力学基本方程式

.

Y k L in k

图 1 第 k 连杆的位姿

3 平面
n
连杆手臂的线性化动力学模型 〔那

1 1 运动学模型线性化

平面
n
连杆手臂中第 k 连杆的运动位

姿如图 1 所示
.

连杆上任一点 尸的位置为

此
,

动系几(o 声诀)称之为连杆坐标系
,

点

尸 在 动 系 几 中 的 位 置 向 量 为

哎= {介 ,u价
r ,

x :
是连杆上 p 点的横坐标

位置
,

雌是 尸点相对动系 , , 的横向弯曲

变形量 (不计连杆的轴 向变形 )
,

由此可

知
,

p 点在惯性系 武口x 均中的位置为
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艺L ‘e o s(; 。 +

艺L ‘sin (; ‘。 +

A夕亡)

△穿‘)

x * c o s(q *。 +

x * sin (; k0 +

△q
‘

)I f
肠 l !

李+ 凡
△叮

‘

)j l
口‘ , ~

P
。 ,

一 ““”n 气q ko 十 ““’

l
P 1

.

、 l

u 七c o s tq 加 + q 七) j

(14 )

r
!llt‘esL

一一
Pk

R

式中
,

L厂一连杆 i的杆长
,

△q厂一是关节变量 q ‘相对系统按刚体假设时关节变量 q 。 的

微增量
.

雌变形量用 R ay lei gh 一Ri tz 法表示

u

:
一 艺二

*‘u ‘: 一 N万
u *

(1 5 )

式中
N * 一 于N

* 1 ,

N *2 ,

一N * , ‘

飞
,

u ‘ 一 犷
u * , , u 。

,

一
u * , 。

}
丁

从
‘
是模态 函数

,

吸‘
是模态坐标

, n * 为选取的模态数
,

当弯曲变形 雌是小量时
,

标 uk ‘
也是小量

,

故可对(1 4) 式线性化
,

有
R
二
一 R * 。 + R , 1△; + R * Z u *

(1 6 )

(1 7)

模态坐

(1 8 )

、.声矛、‘.了‘、..尹0了n
,.盆, .盈份‘内乙矛‘.、了.、了.、

门eelseseeeJ00

七一 l

* 一

!恩
“‘c O g ; ‘。 ·

一{
一 介“

}仁
, ,

⋯
.

}
上么

““‘n q ” + 工 ‘” n ““。J

一 L 一sin q 一。

L 一c o sq 1 0

一 L Z sin q 加

L Z c o s q 加

一 L 卜
1 sin q卜 z

,

o

L 卜
I c o sq k

一
。

一 x k sln q 幼

x * c o sq 切

O
。 。。

0
。 。 。

一 N * 2 sin q 加

N * 一c o sq 加

一 N * : sin q 加

N * Z c o sq 加

一 N * , * sin q ‘o

N k , * c o sq ko

r
.

ee
.

esesesL

一一,乙k
R

、、
J
、户、.矛

2
八」,‘,乙

Jf.、了.、

式中

同样
,

可把 尸 点微元处的姿态角微变位 中f表示成 △q
、

u *
的线性组合

,

有
,
二
二 , ‘IA口+ , * Z u *

, k1 一
迅竺

‘
,0,..

·

川

k
, ; 2 一 ‘N ;

1(x * )
,

N ;
2 (x *

)
,

一 N {
, *

(x *
) 一 N了 (2 4 )

1 2 连杆 k 的线性化动力学方程

对连杆 k 整体利用动力学普遍方程
一 了:

‘ , * A * (。, 二)
r ,

’

二d
x * + J言

·

(; , 二)
r ; : d

x * + 丁:
·

(。* 二)
r r : d

x * +

J(‘* 二)
T ; 丁d

x * + 了言
‘

(‘。二)
r F艾。

* 一了言
·

(。。刃)
r 。

: d
x *

.

(2 , )

式中 p * 为密度
,

A 。
为截面积

,

此
、

耳 对和 此 分别为作用在 尸点上的体积力
、

面积

力
、

集中力和集中力偶
,

这些 力中不用计及关节约束力(理想约束所做的虚功为零 ),

占R里
、

占衅表示 尸 点的虚位移和 p 点处的虚转角
,

占哎为对应虚位移 。f而引起的虚应
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变
,

哎为 p 点处的应力
.

对(18) 式和 (22 )式取变分有
占R :

一 R * ; 占(A叮) + R * 2 ·

占u *

占,
:
一 , * , (占A。) + , *2 ·

占u *

把上两式代人(25 )式
,

整理有

(2 6)

:(。(△·))
, ,

占·: }(
、

*

{护卜
c *

{亡为
+ x *

{会乍
。*

)
一 。 、2 7 )

、 尾 蕊 ‘ ,

广义坐标 △q
、

uk 所取变分相互独立
,

上式即有

、 *

{护
‘

+ e 。

{拿
‘+ 二。

{亡
“一 。 *

心 ‘ 佑

(2 8)

式中

M之M犷

M犷 碱」
,

一}髯了」
r
.....
...

es
.�

一一M

、 一

}兴」
,

一创 (2 9 )

衅
、

雌和 咫为
n x n

阶矩阵
,

推得各元素为
m :,,

一 p *。c o s ; 切

c

:
。 一 Zp *。奋, sin ; ,

‘:
。 一 p * , ,仿

’

, si n 。, 一毋二
c o 、;

乙)
+ ‘。 k *

式中 k * 为弹性关节的弹簧常数
,

几 为克罗尼克尔符号
,

卜 k 时
,

气 = 1
,

气 , 0
.

材犷
、

Cr 和 盆r 为
n x n

阶矩阵
,

推得各元素为
m ::,

一 G 、c o s ; .

c

二二
一 Z G * t, ; 。。 , ‘n ; , 。

k器
一 G *。(毋

’

的 s‘n ; * 。 一母几
e o s ; , )

材护
、

伴和畔为
n 。x- 。 阶矩阵

,

推得各元素为
m :乙

一 G * , e 0 s ; * ,

c

:乙
一 ZG * , 毋, ‘,n ; * ,

k :几
一 G 。, (母

’

, s‘n 穿* , 一 毋二
e o s ; * , )

衅
、

咪 和群 为
n 。x n * 阶矩阵

,

推得各元素为
m :

。 一丁:
‘ , 。A 。, 。‘二 * , d x *

(30 )

片 k 时
,

(3 1)

(3 2 )

几U
一一

t,
:
盆

C
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、
户、、,了凡J4几J凡

、�了吸、百、了k
k Ij

d Z v
~ 「、 E l 兰二2 生

J o k 一 k J
_ _

z

U 无
_

盆

d Z万 * 一 」

一
二一~

U X
」 ‘

U X
。

名

. 。 2
* 一 m k“ q * o

式中:

狱 为连行“的弯曲刚度
; Q笼为 ” “ ’阶矩阵

,

推得各元素为

一 艺r * 。(母
‘

。e o s ; 切 + 母1
s in ; ‘。) 一 , * 。: ‘c o s

每
。

: 、 一 ; * , 1 一 艺p *。(母
‘

, e o s。* , + 母二
s‘n 。* , ) 一 a 、g e o s。* 。

二 k

0

式中 年
1一 ”

,

、 为 “关节的驱动右(矩 ); Q笼为 、
‘ ’阶矩阵

,

推得各元素为

Q :
‘ 甲 。 . , · ·

⋯
2

.

‘v “‘ 下 “ 一 ‘v “‘L 丫“+ , 一自
仃 k , ’q p c o , q “, + “, 歇n q “, ’一 “ “‘g c o , q “ ( 3 5 )

上述各式中 :

L i e k ,

S kj

0

(3 6)

rzlseeslseest

一一
幻

G

m k L 一L z

L ‘a *

a k L ,

J k

0

(3 7 )

i 一
,

厂= k

i > k 或j> k
一‘言

‘ 。* , * d 二 *

一 J:
‘ , * A ‘x 。d x *

一 于:
‘ 。* , * x

:d
x *

一了言
‘ 。* , * 二* ‘d x *

一 J言
‘ 。* , * x *

,
* ‘d x *

(3 8)

气kk划ki切
"刃口刁J心‘�月呼

N k io

” q 幻 一 q 刀

= N * , (0 )

N ;
i :

3. 3 系统线性化的动力学方程

= N * ‘(L * )

把各杆的线性动力学方程(28 )式叠加起来
,

得机器人操作器的线性化动力学方程为
J . . 口 五了 交

’

+ C 交 + K x 二 Q
:

(3 9 )

式中
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M⋯

一

r
“

二
L万

’

0
0 . 0

0

M (4 0)

衅叫

S Y3 了 0

对 :

⋯

⋯

、

、

(4 1)
、

、

叼、润,n�
。.

C 「
“’

LC 啊

⋯

⋯

0
。 。。

\
\

(4 2 )
\

0畔对。

0

凡j月崎.、曰(4(4(4X = f△q r

0
. 。。

T T
, u l 一u Z

一
, u 。

。
:

二 子(。
’

) r ,

(。
“

) 丁}r - 于(Q
’

) r ,

(。:)
r ,

⋯
,

(。: )
了
}
r

q惫

Q

·

艺*-lM
口 二 艺M :

,

cq 一 艺c:
,

丫 一 艺暇
,

Q ’ -

全。 l 几一 l

把(30 )和 (34) 式代人 (45 )式
,

并整理化简
,

有

m 乙
一 H 。c o , 。切

c乙
一 ZH : ,母。 s‘n 。‘,

k急
一 H 。(冷

’

, s , n 穿, 一冷二
e o、 ‘, ) + ‘。k ‘ (4 6 )

。l一
: , 一 : : , 1 一 艺H , , (毋

‘

, e o s。‘, + 奋二
si n , . ) 一 b , , e o s ; 。

j一 1

式中
f
b

_

L
_

H
_ _

= 褚J
.

+ M
.

L 丁

tb
_

L
_

b ‘ = a ‘ + M zL -

M ‘二 艺 m k

(4 7 )

几一 , + l

1 4 逆动力学基本方程式

当给定手端参考点(n 杆上 )的目标位姿 R
,

时
,

由(18) 和(2 2) 式可知
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、.,、声.J
户

n6o矛44
了t
、了万.、, 万

一 R
。。 + R

。 , △q + R
· 2 “ ·

。
:
一 , 。 1△; + 中。 2 “ 。

由于线性化是在刚体假设下执行 目标位姿 R
。

所给出的关节变量 q。附近展开的
,

故有
R

p 二 R
。 o

‘

,
J、

,
声

nU刁1.�甘、甘勺
J‘.吸、r.、

0一一
P月

中

若手端参考点在连杆 n 的顶点
,

参考点便在动系 , 。

的瓜轴上
,

从模态函数性质知道
N

。

(L
.

) ~ o

再从 (2 1)式可见
、

,
夕
、.产,‘,J口、J气一

了.气.

了
、

R
. 2 = o

把(50 )和(52 )式代人(48 )和(4 9) 式
,

整理后有运动约束方程

R X = 0
J

式中

0 ⋯0 中
。2」 (5 4 )

,且, .
月月

R中
厂.....L

一一留
R

逆动力学问题是要求出驱动力 (矩 ): 和微变位 x f△q毛
。
介孔从动力约束方程 (39 )式 (和

(4 6) 式中的最后一式 Q,) 可见
,

能把驱动力矩提取出来
,

结合运动约束方程表示成线性微

分方程
,

即逆动力学基本方程式
.

}
0 0

O 材〕
‘互
二

{:二]‘二
·

{二 (5 5 )

式中
一 [(, 二)

r ,

伍二)一
r 一 [(, 二)

r ,

(, 二
、) 丁

,

(5 6 )

一 1 1

(5 7 )

月X月

门lee百..es.IweesJ

一 1

d.二

一
r......eeLsewees

一一
qD

丑

0 ⋯ N * 1 0 N * 1 :

k 二 1
,

2, ⋯
, n

(5 8 )

D一一
R盆

.D
R

0 “

一
N ka沪 N 加沪

’
” 0

月 * x -

口 , 一 子(。: )
了 ,

(。: )
r
冬
了 一 于(口: )

r ,

(。:
, ) r ,

⋯ (。二)
r } r

Q二
.

一各
H 。“

.

, “0 ‘“。 + ‘二
s‘·“。 , 一 ”‘g “o ‘“。

全

下, ,
, 。

⋯
2

. 、

一么
。‘, ’q p “0 , q ” + “, ‘, n q “, ’一“

‘g c o sq “。

(5 9 )

(60 )

。盆
,

由逆动力学基本方程式知道‘ 对平面连杆挠性机器人
,

该方程有解的必要条件是

(6 1 )

n
>
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3
.

众所周知
,

当
n = 3 时

,

方程中第 3 个矩阵正好满秩有解
,

当
n > 3 时有冗余 自由度

,

此时
,

须引人约束条件(根据需要引人 )才能有解
,

当
n < 3 时

,

如
n = 2

,

这时
,

对位置和

姿态不能两全其美
,

只能保证位置或姿态按给定的执行
.

4 仿真算例和结论

选择平面三连杆弹性手臂作为仿真算

例
,

如图 2 所示
,

各杆的结构尺寸相同
,

各 长 L = soo m m
,

截 面 矩 形
,

宽

b = 17 .7 m m
,

高 h = 7. lm m
,

材 质为钢
,

密 度 夕= 8 000 k g / m 3 ,

弹 性 模 量

E = 20 0 G N / m Z ,

给定的目标位姿是端点
。
匀 速 地在 1 秒钟 内执行一 个半径 为

30 0 m m 的圆
,

圆心位置为(9 0 0
,

30 0 )
,

并要

求 C 点处的姿态始终保持水平
.

为减少计

算量
,

选取各杆的一阶主模态作为模态 函

数
,

计算结果如图 3 所示
,

为三个驱动关

节的驱动力(矩 )和刚体假设下的驱动力矩

的比较
.

期 望 轨迹

图 2 3 连杆弹性手臂

T o r q u e : l
(NM ) T o r q u e : : (N M ) T o rq u e 丫, (N M )

。厂
-

一一一\
尸 l

甲‘
.

卜..‘.‘
..,..00自U

。�64

\/

80604020

一 ,

急 1
t

0 o

T im e ( 、e c ){

上

一一
二二一一 _

_

_

一
_ _

_

( a ) 驱动力矩 : 1 T im c (SC c ) (b ) 驭动力知 了 2

0 2 5 0 苏0 0 7 5 1 0 0

(C洲
《

动 力 匀
T : T t nl 。( 、c 。 )

卜
,

2�

R ig id M o d e l; 2
.

Fle x iblc M o d e l

驭动力矩

本文首次给出了挠性机器人动力学逆问题的数学模型
,

认为是运动约束方程和动力约

束方程联立的复合问题
,

并提出在刚体假设下的位姿附近线性化
,

把非线性
、

祸合的模型

转化为线性
、

解祸的模型
.

另外
,

应用上述方法对平面型
n 连杆挠性机器人建立了逆动力学基本方程

,

该方程具

有简明
、

方便
、

易于计算等特点
.
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机器人手眼协调与一个摹写系统的研究

顾新兴

浦开大学 89 届硕士生
,

天津)

本文研究机器人在视觉引导下完成各种任务的手眼协调系统
.

文中阐述有关终端级智能接口技术
、

图象处理
、

视觉几何畸变校正
、

摄象机模型
、

摄象机-视场校准
、

机器人 W o d d 坐标一视场坐标校准
、

基

于视觉的控制等协调环节
.

系统由一台 A T 主机
、

一台PU M A 760 和一个配有 CA 50 00 视觉处理软件的

CC T V 摄象机组成
,

系统运行时首先对所获取图象进行各种处理
.

提取有用信息
.

计算各个特征参数
,

在主机中生成用 C 语言编写的任务级软件
,

并通过接口驱动PU M A 手执行相应的 V A L 语句
.

该系统具

体实现了三个协调任务: (l )抓取旋转圆盘上工件; (2) 与人对奕下中国象棋残局 ; (3) 攀写汉字 : 系统先通

过图象细化处理
、

特征点检测
、

笔划识别和抽出
,

然后决策层根据规划库来分配笔划书写顺序
,

驭动末

端夹着弹簧笔的 PU M A 手进行书写
,

实验表明该系统实现了对汉字笔顺的一定程度的模仿
.

导师: 卢桂章


