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空间机器人坐标逆变换超高速算法
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摘要 本文提出了从机械手末端位置及姿势求出各关节转角的坐标逆变换超高速算法
.

这种算法是以 CO R D Ic

算法 。」 为基础的
,

首先将坐标逆变换转化成坐标的旋转移动和反正 切及其组合
,

然后用 c 0 R D Ic 算法来快速实现

坐标旋转和反正切算法运算
.

这种超高速算法的最大特点是把坐标逆变换中复杂而 无规则 的非标 准函数计算变成有

规则的计算
,

从而容易实现坐标逆变换超高速专用处理器
.
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1 前言

从操作器末端位置和姿势求出各关节转角并使其高速化已成为非常重要的问题
.

尤其在

空间机器人或某些装配机器人动作的实时操作控制中
,

为了完成适应于作业环境变换的复杂

动作
,

这种坐标逆变换必须在很短的时间内完成
,

否则
,

由于计算时间长
,

会给系统带来低效率

或误动作
.

目前
,

处理操作器坐标逆变换有几种方法
,

如
:

先求出操作器的各关节转角的解析解
,

再以

它为基础求出各关节转角的数值计算法 〔‘〕 ,

这种方法虽然直观
,

但是由于解析解中很少有共

同的运算式
,

并且包含许多特殊的非标准函数计算
,

因此处理速度很慢
;
第 2 种方法是利用雅

可比矩阵的逆矩对其进行反变换
;
第 3 种方法是采用并行处理的方法使求解并行化

,

用以提高

处理速度
.

日本的龟谷等人曾利用 7 个 CPU 和 14 个运算处理单元实现了坐标逆变换的并行

处理系统〔‘〕
,

并使坐标逆变换处理时间减少到 3
.

3 m s
.

本论文提出了一种通过坐标的旋转移

动和反正切及其组合来实现坐标逆变换的方法
,

并用 CO R DI C 算法来处理这两种计算
,

使操

作器坐标逆变换的处理时间从毫秒数量级提高到微秒数量级
.

2 操作器坐标逆变换

操作器末端位置和姿势用 尸 表示
,

各关节的转角用 夕表示
,

即

尸 一 (尸 1 ,

尸
2 ,

⋯
,

尸
.
) (1 )

8 = (0
1 ,

夕
2 ,

⋯
,

氏) (2 )

其中 二表示作业坐标的维数
, n
表示操作器的自由度

.

、.产、.了
几OA占了、

、

了、

对图 1 给定的例子
,

采用齐次变换求得解析解如下 〔, 〕 :

夕
,
~ a r e ta n (P

y

/ P
二
)

6s 一 a r。 t a n
2 (l

; 12 )
’
一 (P里+ P二+ P里一 l圣一 l鑫)

2

尸呈+ 尸圣+ 尸里一 片一 雌

一 尸
二 a r C ta n

~

es es ee ee 一一二- -
~

办百丁万
+ a r e ta n

一 1 2 5 5

11 十 lz c s (5 )

收稿时间
:

1 99 1 一 0 8 一 0 8



14 卷 s 期 洪炳铭等
:

空间机器人坐标逆变换超高速算法

、.产、,产璐
b月了了、了、一 a r C t a n

一 s ,
A

二

+ c ,
A

,

一 5 2 : (e
,
A

二

+ s ,
A

,
) 一 c : 3 A

二

氏 二 a r e
一 c ‘(5

2 3
(e

:
A

二

+ s ,
A

,

) + c 2 3
A

二

) + s ‘(一 s : A
二

+ c ,
A

,

)

8
。
一 a r e ta n

c Z :
(c

,
A

二

十 s i
A

,

) 一 s ZsA
r

一 c s
(c

‘
(一 5 2 :

(c
,
O

二

+ s : O
,

) 一 c : s

仪 ) +
s‘(5

2 3
(:

:

久 + s :

仇 ) + c zs

仅 ) 十

+ s ‘(一 s ,
O

二

+ c 1
o

,

)) + s。(c
Z :
(e

1
o

二

+ s ;
0

,

) 一 5 2 30
二

)

+ e ;
(一 s ,

O
二

+ c ,
O

,
)

(8 )

其中
5 .
一 s in 氏(k ~ l ,

2
,

⋯
,

6 ) ; ‘ = e o s氏(k = l , 2
,

⋯
,

6 ) ; s : ,
= s in (氏 + 03 ) ; e Z。一 e o s (8

:

+

后
氏

“

渗二
! , ,

“
‘、‘

’

窝
、、

.

A

6a ) ;尸 ~ (尸
二 ,

尸
, ,

尸
:

) 表示手腕的直角坐标
; A

二 (A
二

A
,

A
二

) 表示手端指向的单位向量
; 0 =

(久 O
,

仪 ) 表示垂直于手端面的单位向量
.

从上面的式子可以发现
,

在坐标逆变换中

包含着各种三角函数和反三角函数等非标准函

数
,

而且在各关节角的计算中很少包含共同的

计算式
,

因此提高计算速度很困难
.

图 1 6 自由度操作器的例子 (R PPR PR 式 ) 3 逆变换的高速化

为了使变换高速化
,

必须在复杂的逆变换式 (式(3) ~ (8 ))中找出共同的计算式
.

本文着眼

于将坐标逆变换通过坐标的旋转移动和反正切及其组合的方法来实现
,

首先要将给定的解析

解分别分解为旋转移动的形式
,

其分解方法如下
.

( I )将逆变换式分为分子和分母两部分
,

并把它们各自作为一个独立的关系式
.

设 i一n ,

n
表示自由度

, i表示重复次数
,

G 是 0 的函数
.

( l )试看每个关系式是否变成
e o s s

‘
G

,
(0 ) 一 s in 6

‘
G

:
(6)

sin 民G
,
(6 ) + e o s民G

:
(8)} (9 )

若能变成式(9) 的形式
,

则可将该关系式表示成坐标 〔G
,
(的

,

G
:
(夕)〕对 撰的旋转移动

,

即
:

「
c o s o

‘
G

l
‘“, 一 s ‘n o

‘
G

Z
‘o ,〕一 f

c o s a
‘

Ls in氏G
,
(夕) + e o s凤G

:
(夕) J Ls in氏 叹脚粼:〕 (l0)

再将 G
、

(6 )
、

G
Z

(6 ) 各自定义为新的关系式进入步骤 (皿 )
.

若不能变成式 (9) 的形式
,

则不改动

原关系式进入步骤 ( 班 )
.

。

( : )i ~ i一 1
,

若 i护。则进入步骤 ( I )
,

若 i一 。
,

则结束基于旋转移动的分解
.

据此算法
,

对图 1 所示 6 自由度多关节型操作器的第 4 关节角 0
‘
(式 (6 ))具体分解如下

:

夕
‘
= a r e t a n

一 s ,
A

二

+ ‘,
A

,

一 s : a (c
z
A

二

十 s : A
,

) 一 e : 3A
二 (1 1 )

首先对分母
.

1二 2, 3
,

即对留
2

十氏)可表示为
:

一 [
s 2 3G

,

+ e : 3
G

2

〕
; G

,
= A

二 e ,

+ A
, 5 1 ;

因此可表示成旋转移动形式

(1 2 )

(1 3 )
,曰叹�,目,�CS

c 2 3
G

i
一 s Z s

G
:

s : a
G

:

+ c : 。
G

:

一 5 2 5

C 23

飞 「G
!

〕
J LG Z J
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然后对新的关系式 G
,

再进行分解
,

置 i = 1
,

由于 G
、

.

可表示为
:

G
,
一 s ;

G
3

+ c ,
G

; ; G
:
一 A

, ; G
。
二 A

二

因而 G
,

的旋转移动形式为
:

(1 4 )

c 1
G

s
一 s i

G
i -

s ,
G

:

十 c ,
G
‘

一

)
‘1

一 ‘

门 「全
3

)
‘万1 c 1 ) ‘Ly 4 刁

(1 5 )

再做 艺~ i一 1 得 i~ 。
,

故分母分解结束
.

对分子以同样的方法进行分解
,

但这个分子的分

解在式 (1 5 )中已经求出故可采用此式
.

通过对上述已分解的旋转移动进行组合
,

对 e
‘

的分子分母可按如下过程计算
.

[之」。
1

[谓城脚
一 分子

c ,
A

二

十 s 1
A

,

A
二

「c
2 3
(c

1
A

二

+ s ,
A

,

) 一 s 2 3A 门
旋转 B

:

生么 l ! ~ 分母

—
Ls Z :

(c
, A

二

十 s ,
A

,
) + c 2 3

A
二
J

因此
,

式 (1 1) 中的 1 6 次运算转化成 2 次旋转移动和 1 次加法及 1 次的反正切运算
.

同样
,

对 a
Z

~ 氏按上述步骤进行分解
,

通过旋转移动的组合大大减少运算次数
.

这样
,

将逆变换的解

析变换成旋转移动和反正切的组合
,

可以使式 (3) ~ (8) 中的 83 次计算减少到 25 次
.

4 C O R D IC 算法

本文为使旋转移动和反正切运算高速实现
,

采用了坐标旋转数值计算方法 (即 CO R D Ic

算法 )
.

CO R D IC 算法是将任意坐标的旋转移动通过离散地反复旋转直至收敛而得到
,

操作 只

有加法
、

减法和移位
,

因此很容易实现
,

从而提高了计算速度
,

简化 了程序设计
.

通常
,

任意的二维直角坐标 (x
、 ,
y 、
)对角度 氏的旋转移动由

二‘+ ,
~ x 、e o s s, 一沙

‘s in oi (1 6 )

夕, + ,
’

一 x ‘5 in 已+ 少‘e o s
已 (1 7 )

式给出
.

其中 i表示离散重复次数
.

图 2 坐标旋转对此式两边除以
cos OJ(假定 c o s日j护 0) 得到

:

x ‘+ ,

/ e o ss, 一 x ‘
一 夕‘t a n s, (1 8 )

少‘+ :

/ e o s
色二 少‘

+ x ‘ta n
氏 (1 9 )

在这里适当地选择色使下式成立
:

ta n s, 二 2
一 j

_

(2 0 )

则式 (1 8 )
、

(1 9 )可写成
:

x ‘+ 、

/ e o s夕j = x ,
一 少‘

·

2 一 j (2 1 )

少‘+ l

/ e o s
色一 少‘ + x ‘ ·

2 一 , (2 2 )

这样
,

对 6j 的离散旋转移动是通过 2 的幂次计算来实现的
,

而这种计算可以用移位和加法运

算及 比例修正 (1 / co so ,
倍 )来完成

.

亦即
,

将从 (x
‘ ,
y ‘
)到 (x

‘+ , ,

丛 +1 )的旋转可定义为对角度 0j

的旋转移动和 1 / co so ,
的比例计算

,

这种旋转移动只用移位和加减运算就能实现
.

对这种运算
,

如果考虑旋转方向
,

得到如下基本运算公式
:

x ‘+ ,
= x ‘

一 占
‘夕‘2

一 j (2 3 )

加+ ,
= 少‘

+ 民x
‘2 一 , (2 4 )

z , + ,
一 z ,

一 氏色 (2 5 )
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在这里
,

占
‘

表示旋转方向
,

汉一 + 1 表示正方向 (逆时针 )旋转
.

民= 一 1 表示负方向 (顺时针 )旋

转
.

2 ‘

表示旋转角的累计值
.

01 是根据式 (2。)得到的离散值
.

j ~ i 一 1 (i ) 1 ) (2 6 )

对于图 1 所给出的操作器的例子
,

逆变换转换成旋转移动的组合后
,

需要处理的基本运算

有坐 标旋转
、

反正切
、

乘法运算 (比例修正用 )和双曲函数运算 (6
3

用 )
,

这些运算都可以用

CO R D IC 算法快速实现
,

具体方法如下
.

l) 旋转移动
:

假设直角坐标系上某一点 (x
,

刃要旋转某一角度 0
,

则令 x ,
~ x

,

y ,
一 y

, z :
~

一 8 (一 9 00 < 夕< 9。
。

)
,

应用式 (2 3 )一 (2 5 )
,

使点 (x
, ,

yl )离散地进行旋转
,

由于考虑 了旋转方 向

(即 占
‘

的选取 )
,

随着 i 的增大
, z ,

也逐步趋向于 0
.

这样
,

通过离散地旋转就完成了某一 0 角的

旋转
,

如图 3 所示
.

) ‘+ l1’ ~ 一 一 ~ 一 一

盯
一‘

(x : . , :
)

/
、

Z

(二
. , 夕.

)
户、

、

\

(z
、, 夕,

)斧
。

曰--I l||

(x
, , 夕 . )

工汗 几 场 为+1 X

图 2 坐标旋转

因而
,

点 (x
l , y ,

)通过从 i一 1 到
n

X
”

~

y
。

-

图 3 CO R D IC 旋转

的离散旋转移动得到下式
:

K (x
le o s z z

一 少ls in z l
)

K (x
z s in z ,

+ 少le o s z l
)

K 一 H (l / e o s
氏)

。
表示基本运算式 (2 3 )一 (25 )的重复次数

,

将其加大则可提高计算精度
,

K 是由

(2 7 )

(2 8 )

(2 9 )

n
决定的常

数
.

据此过程容易得 到应用 CO R D IC 算法处理旋转移动的流程图
.

为使旋转范围增大到 1 80
。

~ 一 1 8 0
0 ,

开始处应增加一个 9 0
0

的旋转变换
,

对 8
。
一 9 0

0

的旋转
,

根据式 (1 6 )
,

(1 7 )有

x 、 = 一 占
。夕。

(3 0 )

y ,
一 氏x 。

(3 1)

2) 反正切运算
:

对于反正切运算
,

可在基本式 (2 3 )~ (2 5 )中令
z 。~ o

,

并通过变量 y 来控

制 古
‘

的取值
,

即 , ) o 则 古
‘
- 一 1 ; y‘< o 则 古

‘
~ 1

.

当 n
的取值使 , ~ o 时

,

则得到的
z 。

值为 ar 。

ta n (y
。

/x
。
)

,
二

二

值为 K 丫砚耳丁1
.

根据这个思想
,

反正切的处理流程很容易得到
.

3) 乘法运算
:

假设卜 }< 1
,

用
z
作为控制变量来控制 民的取值

,

并做如下的基本式
:

x ‘+ 1
= x ‘

(3 2 )

yi + ,
二 y ‘

一 民x
‘2 一 j

.

(3 3 )

一 zi 十 1
一 z ,

+ 民2
一 j (3 4 )

控制使 新~ 0
,

得 y
。

一 x oz
。

+ y 。 ,

从而完成了朴 和 z0
_

的相乘
.

(}之 }) 1 时
,

做比例修正即可 )
·

4) 双曲线运算
:

选 y 做控制量来控制 民
_

的取值
,

并做如下基本式
:

一

x 汗 ,
= x ‘

+ 民胎2 一 j (3 5 )
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y ‘+ l

之‘+ i

一 y ‘

+ 民x
‘
2
一 j

= z ,

+ 古
‘r z

(3 6 )

(3 7 )
几一 1

其中
,

令 ta o
llr

, 一 2 一 , ,

或 (3 5 , 一‘3 , , 中满足
r , (, )、

,

里
:。 (; )

·

控制 ,
,

使 yn 一“
,

则可得到

、 一 Kl 六
一 端

z 。

= 一 t a n h 一
’

(y
。

/ x
。
) + 2 0

K
,

~ fl (l/ e o s h r , )

(3 8 )

(3 9 )

(4 0 )

由此可得到以上 4 种运算的 CO R D lc 算法基本模型 (图 4)
.

XXXXX

丫丫丫

22222

(为e o s忿 。+ , 。s in z 。
)

(一xo s in z 。
+ , 。e o s z 。)

XXXXX

YYYYY

ZZZZZ 督
二o 忿。

十为

。

母
⋯刃

杯
亡} 喜丰

。

‘ 。

飞二厂
‘ ’·n “一 ’

‘, ‘’
·, +

’“

旋转 反正切
,

乘法

图 4 CO R D IC 基本模型

双曲线

5 坐标逆变换超高速处理流程

本论文的基本思想是将坐标逆变换解析解转变为坐标旋转和反正切等基本运算
,

并用

CO R D IC 算法来处理这些基本运算
.

对图 1 所给出的操作器的例子
,

其逆变换处理流程如图 5

所示
,

其解析式见公式 (3) 一 (8 )
.

图中所使用的基本符号定义如下
:

M (0 ) = P
二

M (1 ) = P
,

M (2 ) ~ P
:

M(3 )‘ 一已

M (4 ) = A
二

M (5 ) = A ,

M (6 ) = A
.

M (7 )”氏

M (8 ) = Oy M (9 ) = O
二

M (1 0 ) = 一叭 M(1 1 ) = 一氏

M (1 2 ) = 一夕: : M (1 3 ) = 一氏 M (14 ) = 一 氏 M(1 5 ) = 一 66

材(1 6 ) = 1 / K M (17 ) = 一 1 / K M(1 8 ) = K
,

M (1 9 ) = l:

、(z。)一二
·

, : 、 (2 1 )

一
‘香一, 遥 、(2 2 )一 2‘1‘: , (2 5 )一‘ 办夏不下i

材(2 4 )一尸圣+ 玛+ 尸盖一于一 z重 材(2 5 )一‘ 诫2 1 : 22 ), 一 (尸圣+ 玛+ 尸荟一 11一 l鑫)
,

M (2 6 ) = 一 6s 一 a rc t a n (一 5 3 1 : / (l、+ c 31 : ) ) M (27 ) = K (一 s一A
二

+ c lA
y
)

M (2 8 ) = K (c : , (c 一A
x
+ s一A

,
)一 : : 3A

二

) M (2 9 ) = K (s : , (c 一A
二

+ : IA
,
)+ c z :A

:
)

M (3 0 ) = K (一 : ,

认+ c 一

O. ) M (3 1 ) = K (c : : (c 一Ox + s 一

O, )一 s : 3
认 )

M (5 2 ) = K . (s; (s : : (c ,

Oz + , 、

乌) + c : :

久 ) + c 。(一 : :O
二

+ c ,

O. ) )

(a )
、

8
:
一 a r e t a n (P

,

/ P
二
)

(b ) 。
3
一 a r。 。a n (丫(2 ,

1
, : ): 一 (尸: + 尸 , + 尸:一 , : 一 ,落)

:

/ (尸; + 尸;+ 尸:
1

一 ,f一 ,委)

M (24 M (2 5

M (。)

母““’

川”
过二」

今

M (23 ) 材(o )弓 x . 对(一)月 x l材(幻日 x } }对(22 )州 x
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图 5 逆变换处理流程

角如图 5 (a )
,

可置 x 。
一 p

二 , y 。
~ 尸

, , z 。一 。
,

经 CO R D IC 算法的反正模式计算可得
:

e
,
“ a r e t a n p

,

/ p
二

1
1),香es日es‘Jes几t刀
�

厂I今O)山“
J

C:87L0又

M材M(

对 0
3

角如图 5 (b )所示
,

经过三次乘法运算得到 M ( 2 4 ) ~ 尸三+ 尸呈+ 理一对一片
;
再经过一次双

曲线运算得到 M ( 2 5 )一K
,

了( 21 , 12 ) ,
一 (尸 : + 尸二+ 尸 :一召一 , ; ) , ,

再经过一次乘法运算对M ( 2 4 )

乘以 比例系数 K
, ,

最后通过反正切运算得到 M ( 1 1 ) -

所示的流程处理也可精确地得到
.

M ( 2 5 )

K
,

M ( 2 4 )
= 6a

.

对于其它角度
,

经过图 5

6 算法评价

如前所述
,

对图 1 所示的操作器的具体例子
,

其逆变换解析解 (式 ( 3) ~ ( 8 ) )的 83 次各种
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复杂的三角函数等计算经过转换变成如
一

图 5 所示的 25 次旋转和反正切等基本运算
,

这些运算

可用 CO R D IC 算法进行处理
.

这样
,

只需加法和移位操作就能得到 0
;

~ 0
。

的值
,

这两种操作用

硬件实现是快速和简单的 「“
·
6 〕

.

并且
,

根据 CO R D IC 算法
,

在硬件处理过程中
, x , y

, z 三个变

量可以以三路全并行的方式进行处理
,

这就大大提高了处理速度
.

如果计算精度为 16 位
,

则每

一个 CO R D IC 基本运算式需要 16 次加法和 16 次移位操作
.

因而
,

图 5 所示的处理流程
,

25 次

CO R DI C 基本运算以三路全并行的方式进行处理
,

共需 4 00 次加法和 40 。次移位操作
.

这样
,

操作器坐标逆变换的处理时间可很容易地达到几十到几百个微秒的数量级
.

7 结论

本文讨论了以 CO R D IC 算法为基础的操作器坐标逆变换超高速算法
,

使毫无规则的复杂
。

的逆变换的解析解
,

可以以三路全并行的方式进行处理
,

并且这种处理只用加法和移位操作就

能实现
,

从而提高了处理速度
,

简化了程序设计
,

实现了运算的规则化 由于运算只需加法移位

操作
,

因而硬件也是十分简单和易于实现的
.

本文论述的方法是以 6 自由度 R PP R PR 型操作

器为例进行讨论的
一

,

这种方法同样适用于其它类型和多个自由度的操作器
.
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