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3-RPS并联机构弹性动力学建模方法
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摘 要：运用子结构综合和模态缩聚技术，提出了一种全柔性 3自由度并联动力头（3-RPS）的弹性动力学建
模方法．在建模过程中，将机构划分为动平台子结构和 3条 RPS伸缩支链子结构．模型中考虑了所有铰链和支链
柔度对整机动态特性的影响．将球铰和转动副处理为具有等效刚度的虚拟弹簧；通过有限元软件和模态缩聚技术

对伸缩支链进行处理，进而建立支链的弹性动力学方程；通过引入变形协调条件，对系统整体刚度矩阵进行组装，

建立了 3-RPS并联动力头的整体动力学方程．研究结果表明，整机的各阶固有频率随着机构位姿的变化而变化，
并且呈三对称形式分布．通过模态实验验证了该方法所得的固有频率和振型．
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An Elastodynamic Modeling Method for a 3-RPS Parallel Kinematic Machine

LUO Haiwei1，ZHANG Jun2，WANG Hui1，HUANG Tian1

(1. Key Laboratory of Mechanism Theory and Equipment Design of Ministry of Education of China, Tianjin University, Tianjin 300072, China;
2. School of Mechanical Engineering, Anhui University of Technology, Ma’anshan 243032, China)

Abstract: An elastodynamic model for a fully flexible 3-RPS parallel kinematic machine (PKM) is proposed based on the
component mode synthesis (CMS) and modal reduction technology. In the modeling process, the whole system is divided
into moving platform subsystem and three retractable RPS limb subsystems, in which all joint and limb compliances are
included. In the elastodynamic model, the sphere joint and the revolute joint are treated as lumped virtual springs with equal
stiffness, and the elastodynamic equations of RPS limbs are developed by the modal reduction techniques with the aid of
the finite element software. By introducing the compatibility conditions, a global dynamic equation of the system is then
proposed. The conclusion reveals that the natural frequencies of different orders vary with the changes of the configuration,
and are three-symmetrically distributed. The natural frequencies and vibration modes obtained by the proposed method are
further validated by the modal experimental results.
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1 引言（Introduction）
并联机构具有刚性高、质量轻的特点，因此集

成 2自由度到 6自由度并联机构的高速加工中心成
为机床行业发展的热点，这类型机床可以用于大型

航空、航天复杂铝合金结构件的高速加工．目前，

已成功应用于航空领域高速切削的该类型机床有

Tricept[1-2]系列和 Z3头 [3]等．受此启发，天津大学

发明了一种 3-RPS 并联动力头并命名为 A3 头 [4]，

该机构具有一平两转（1T2R）共 3个自由度，配以
X-Y 两个平动自由度和高速电主轴，可形成五坐标
混联高速加工单元．

目前，大多数学者对并联机构的研究主要集中

于运动学、刚体动力学和静刚度等领域 [4-6]，在弹

性动力学方面研究相对较少．动态特性是并联机构

在早期设计、优化和控制等领域的重要性能指标，

尤其是集成并联机构的高速加工机床，其时变的动

态特性直接影响机床的切削稳定性和动态切削精

度 [7-8]，所以并联机构的动态特性快速预估方法已

日渐成为研究该类型机床的热点．

商用有限元软件是目前研究并联机构的主要分

析工具，已广泛被学者们使用．然而，对于复杂的

并联机构模型，在动力学建模过程中需要划分数百

万个单元节点，尤其是对于这种在工作空间中动态

特性随位姿变化的并联机构，求解全工作空间下的
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动力学特性需要耗费大量的计算机资源．Piras[9] 通

过将支链简化为空间梁单元，建立了平面并联机构

3-PRR的简化弹性动力学模型，分析了第 1阶固有

频率在机构不同位姿下的变化规律．Zhang[10] 等人

在假设支链弹性变形相对于支链长度形变较小的

前提下，利用欧拉梁单元，建立了 3-PRR的动力学

模型，并通过模态测试对该理论模型进行了验证．

Zhao[11] 等人结合了有限元方法和子结构综合的优

点，建立了 8-PSS 冗余机器人的运动－弹性动力

学模型，并对低阶固有频率的灵敏度进行了分析．

Mukherjee[12] 等人利用牛顿－欧拉法建立了 6自由

度并联机构 Stewart 的动力学方程，并对该机构的

切削稳定性进行了分析．Pedrammehr[13] 等人在全

雅可比矩阵的基础上，利用虚功原理和牛顿第二定

律建立了 Stewart 平台的弹性动力学模型，并分析

了不同位姿下 Stewart 平台频响函数和切削稳定性

的变化规律．从前述文献中可以看出，多数学者在

动力学建模过程中，将伸缩支链简化为简单的空间

梁单元，而且忽略了铰链刚度的影响．

本文在考虑铰链刚度的基础上，运用模态缩聚

技术对 RPS 伸缩支链进行自由度凝聚，并利用子
结构综合法建立了 3-RPS 并联动力头的弹性动力
学模型．对整个系统低阶固有频率随位姿的变化规

律进行了分析，最后借助振动模态测试系统 LMS
（Leuven Measurement & System）对初始位型下前 2
阶固有频率和振型进行了验证．

2 A3 头运动学模型（Kinematic model of
the A3 head）

2.1 A3头结构简介
图 1 为 A3 动力头 CAD 模型，该机构由动平

台、静平台以及 3 条结构相同的 RPS（R 表示转
动副，P表示移动副，S 表示球铰）支链构成，其
中，每条支链采用伺服电机通过丝杠螺母进行驱

动，实现沿 z 向的平动和绕 x、y 轴转动 3 个自由
度（1T2R）．将该机构配以 x、 y 滑台和高速电主
轴，可实现铝合金结构件的高速加工功能．

动力头的 3条 RPS支链呈三对称分布，每条支
链由转动副、滚珠丝杠、伺服电机、支链体、导轨

滑块和球铰等关键部件组成．

2.2 A3头运动学分析
图 2 为 A3 头的结构简图．其中，Ai、Bi、Ci

（i = 1,2,3）分别为第 i 条支链中球铰中心、转
动副中心和支链电机．动平台 ∆A1A2A3 与静平台

∆B1B2B3为正三角形，点 A与 B分别为其几何中心．

在 B点建立静平台连体坐标系 B-xByBzB，各轴方向

如图 2所示；在 A点建立动平台连体坐标系 A-uvw，
初始状态下各轴方向与 B-xByBzB 平行；At 为刀尖

点，相对于坐标系 A-uvw 为 wwwt；在 Bi（i = 1,2,3）
点建立支链参考坐标系 Bi-xiyizi，其中，xi轴与转动

副轴线重合，方向如图 2所示；zi 轴与 zB 轴同向，

yi 轴方向满足右手定则．sss1i（i = 1,2,3）为 A3 头
第 i支链中转动副的单位方向矢量；sss2i（i = 1,2,3）
为 A3 头第 i 支链中移动副的单位方向矢量；qi

（i = 1,2,3）为第 i 条支链球铰与转动副之间的长
度．
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图 1 A3头模型结构图
Fig.1 Structure of the A3 head model
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图 2 A3头结构简图
Fig.2 Schematic diagram of the A3 head

动平台连体坐标系 A-uvw相对于固定参考坐标
系 B-xByBzB 的姿态矩阵利用 z-x-z欧拉角表示为

RRR = Rot(z,ψ)Rot(x,θ)Rot(z,ϕ) (1)

式中，ψ、θ、ϕ 分别为进动角、章动角和自旋角．
支链参考坐标系 Bi-xiyizi 相对于参考坐标系

B-xByBzB 的姿态矩阵可表示为

RRRi = Rot(z,ϕi), i = 1,2,3 (2)
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式中，ϕ1 = 0，ϕ2 = 2π/3，ϕ3 = 4π/3．
通过构造矢量封闭方程，可得支链逆解为qi = |rrrA +aaai −bbbi|

sss2i = (rrr+aaai −bbbi)/qi

, i = 1,2,3 (3)

具体推导过程可参考文 [4]．

3 A3 头子结构动力学模型（Substructure
dynamic model of the A3 head）
在动力学建模过程中，将 A3动力头划分为动

平台、静平台和 3 条 RPS 支链子结构．为便于建
模，作如下处理：

(1)将 A3动力头的动平台看作刚体，简化为空
间 6自由度的集中质量块；

(2) 3条 RPS支链为弹性体，将支链 CAD模型
导入有限元软件后进行前处理，输出的系统矩阵通

过模态缩聚，建立支链弹性动力学方程；

(3) 考虑各运动副的柔性，将球铰和转动副处
理为具有等效刚度的虚拟弹簧，其等效刚度按照装

配条件，通过手册和有限元软件来确定；

(4) 忽略机构刚体运动带来的弹性变形，把机
构实际位形视为一系列瞬态结构；

(5) 建模过程中，忽略阻尼对整机动态特性的
影响，建立无阻尼动力学方程；

(6)忽略铰链间隙对整机动态性能的影响．
3.1 A3头支链子结构动力学模型

 xi
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u

E
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图 3 支链自由度缩聚

Fig.3 Limb freedom reduction

为同时满足计算效率和求解精度方面的要求，

采用模态缩聚法对支链节点进行缩聚，图 3 左侧
为借助有限元软件 ANSYS 对支链进行网格划分．
通过对子结构矩阵进行收敛性验证后，将其导入

Matlab环境中进行模态缩聚．节点 Ai 和 Ci 为缩聚

后的支链端点，分别代表球铰链和电机．节点 Bi为

虚拟凝聚点 [14]，通过多点差值约束方程与支链在

封闭框范围内的节点自由度 uuuE 连接．

根据有限元方法可写出支链的 n自由度动力学
方程如下：

mmmüuu+ kkkuuu = fff (4)

式中，mmm、kkk分别为质量矩阵和刚度矩阵，uuu、 fff 分
别为支链的广义坐标列阵和外载荷列阵．将结构系

统节点坐标划分为保留坐标 uuua 和缩聚掉的坐标 uuub，

则分块后的系统特征方程为kkkaa kkkab

kkkba kkkbb

ΦΦΦa

ΦΦΦb

=

mmmaa mmmab

mmmba mmmbb

ΦΦΦa

ΦΦΦb

 (5)

根据模态坐标的性质，可得

uuub = TTT ruuua (6)

式中，TTT r = ΦΦΦaΦΦΦ−1
b ，根据结构系统缩聚前后动能与

势能相等的原则，可得缩聚后的质量矩阵、刚度矩

阵为

mmmr = mmmaa +mmmabTTT r +TTT T
r mmmba +TTT T

r mmmbbTTT r

kkkr = kkkaa + kkkabTTT r +TTT T
r kkkba +TTT T

r kkkbbTTT r

(7)

式中，mmmr 和 kkkr 分别为经模态缩聚后获得的质量矩

阵和刚度矩阵．

图 3中，因支链长度 qi 随机构位姿变化，在子

结构综合时，随 qi 变化的对接节点无法满足相容

条件 [8,15]．为实现不相容条件下的子结构综合，在

对接界面中心建立虚拟凝聚点 BBBi，图 3中 uuuB 为虚

拟凝聚节点自由度，uuuE 为 uuua 中的界面对接自由度，

则

uuuB = TTT CuuuE, uuuE = NNNEuuua (8)

式中，矩阵 TTT C 为界面节点自由度与凝聚节点自由

度之间的传递矩阵，通过下述多点约束方程来获

取，uuuB = [εT
B ξξξ T

B]
T，NNNE 为界面自由度相对于支链

广义坐标列阵的变换矩阵．

根据文 [14]可建立多点差值约束方程，则

εεεB =

p

∑
k=1

wkuuuEk

p

∑
k=1

wk

, ξξξ B =

p

∑
k=1

wkrrrCk ×uuuEk

p

∑
k=1

wk|rrrCk|2
(9)

式中 εεεB 和 ξξξ B 分别为凝聚节点的 3 个平动自由度
和 3个转动自由度．wk 为权重系数，与对应界面节

点所代表的接触区域成正比，具体选取过程参考文

[15]，rrrCk 为虚拟节点到相应第 k个界面节点的位置
矢量，传递矩阵 TTT C 通过约束方程式 (6)确定．
根据支链的受力情况，整条支链可以看成是由

两组弹簧支撑的空间梁结构，其节点受力如图 4所
示，图中下标 s和 r分别代表球铰和转动副．
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图 4 支链受力图

Fig.4 Force-diagram of limb

根据式 (4)，可以得到第 i条支链在支链坐标系
Bi-xiyizi 下的静力学方程，为便于推导，各矩阵变

量引入支链编号 i（1,2,3），忽略其它下标，则

mmmiüuui + kkkiuuui = fff i (10)

式中，mmmi 和 kkki 分别为经模态缩聚后第 i条支链的质
量矩阵和刚度矩阵，uuui、 fff i 分别为第 i条支链的广
义坐标列阵和外载荷列阵，且可将其表示为

uuui = [εεεT
in ξξξ T

in · · · εεεT
i j ξξξ T

i j · · · εεεT
i1 ξξξ T

i1]
T

fff i = [ fff T
in τT

in · · · fff T
i j τT

i j · · · fff T
i1 τT

i1]
T (11)

i = 1,2,3, j = 2,3, · · · ,n−1

令 εεε in = εεεAi，ξξξ in = ξξξ Ai，εεε i j = εεεBi，ξξξ i j = ξξξ Bi，

εεε i1 = εεεCi，ξξξ i1 = ξξξCi， fff in = fff PLi， fff i j = fff BLi，τττ i j =

τττBLi．其中，εεεAi、 ξξξ Ai、 εεεBi、 ξξξ Bi、 εεεCi、 ξξξCi 分别为

Ai、Bi、Ci 在支链坐标系 Bi-xiyizi 下的线位移和角

位移； fff PLi、 fff BLi、τττBLi 分别为 Ai、Bi在支链坐标系

Bi-xiyizi 下所受的外载荷．其中节点坐标与坐标 ui

的变换关系如下：

εεεAi = NA1
ci ui, εεεBi = NB1

ci ui, εεεCi = NC1
ci ui

ξξξ Ai = NNNA2
ci ui, ξξξ Bi = NB2

ci ui, ξξξCi = NC2
ci ui

(12)

式中，NNNA1
ci、NNNA2

ci、NNNB1
ci、NNNB2

ci、NNNC1
ci 和 NNNC2

ci 分别为节

点 Ai、Bi 和 Ci 的节点坐标相对 Bi-xiyizi 坐标系下 uuui

的变换矩阵，可由运动学关系推知．式中，因 Bi为

等效虚拟节点，其坐标变换矩阵为

NNNB1
ci = TTT B1TTT CNNNE, NNNB2

ci = TTT B2TTT CNNNE (13)

式中，TTT B1 =

III3×3

0

，TTT B2 =

0

III3×3

．
支链动力学方程进一步变换成系统坐标系下的

动力学方程，其表达形式如下：

MMMi
˜̈UUU i +KKKiŨUU i = F̃FF i (14)

式中 F̃FF i = eiωtFFF i，ŨUU i = eiωtUUU i，MMMi = TTT immmiTTT T
i，KKKi =

TTT ikkkiTTT T
i，UUU i = TTT iuuui，FFF i = TTT i fff i，TTT i 为支链坐标系

Bi-xiyizi 到系统坐标系 B-xByBzB 的变换矩阵．

考虑伺服电机、转动副和球铰集中质量对支链

质量矩阵的影响，则质量矩阵为

MMMi =TTT i
(
mmmi +(NNNA

ci)
TmmmsiNNNA

ci +(NNNB
ci)

TmmmriNNNB
ci+

(NNNC
ci)

TmmmmiNNNC
ci

)
TTT T

i (15)

式中，mmmsi、mmmri、mmmmi 分别为球铰链、转动副和电机

的质量矩阵．

3.2 动平台子结构
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图 5 动平台受力图

Fig.5 Force diagram of the moving platform

动平台的受力如图 5所示，结合图示受力情况
可写出动平台的动力学方程：

mmmPε̈εεP =−
3

∑
i=1

FFFPLi +FFFP

IIIPξ̈ξξ P =−
3

∑
i=1

rrrAi ×FFFPLi + τττP

(16)

式中，mmmP、IIIP为动平台在系统坐标系 B-xByBzB下的

质量矩阵和惯量矩阵；εεεP 和 ξξξ P 为动平台的线位移

和角位移；FFFPLi 为动平台与第 i条支链间的作用力；
rrrAi 为动平台球铰链中心向量，FFFP、τττP 为动平台所

受到的外部力和力矩．且有

mmmP = RRRmmmP0RRRT, IIIP = RRRIIIP0RRRT, FFFPLi = RRRi fff PLi (17)

4 A3头子结构综合（Substructure synthesis
of the A3 head）

4.1 变形协调条件

动平台和支链间的位移关系如图 6所示，图中，
AiM、AiL分别表示连接界面上动平台和支链上的点；

∇AAAi、εεεAi 分别为 AiM、AiL 在支链坐标系 Bi-xiyizi 下

的位移．

动平台的位移 UUUP = (εεεP,ξξξ P)
T 与支链上球铰链

中心 Ai 的位移之间存在如下关系
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∇AAAi = RRRT
i DDDrAiUUUP

DDDrAi =


1 0 0 0 rAzi −rAyi

0 1 0 −rAzi 0 rAxi

0 1 rAyi −rAxii 0

 (18)

式中，rAxi、rAyi和 rAzi分别为Ai点在坐标系B-xByBzB

下向量 rrrAi 的坐标．

∇Ai εAi

k
si

AiM AiL

图 6 铰链连接示意图

Fig.6 Connection diagram of the joint

于是，动平台和支链之间的作用力可表示成

fff PLi =−kkksi(εεεAi −RRRT
i DDDrAiUUUP) (19)

其中，kkksi = diag(ksxi,ksyi,kszi)为球铰链在支链坐标系

Bi-xiyizi 下相应方向上的刚度矩阵，详细推导过程

可参考文 [4]．将式 (12)代入式 (19)可得

fff PLi =−kkksi(NNNA1
ci uuui −RRRT

i DDDrAiUUUP) (20)

将在坐标系 Bi-xiyizi 下度量的位移 uuui 转换到系统坐

标系 B-xByBzB 下，可得

fff PLi =−kkksi(NNNA1
ci TTT T

i UUU i −RRRT
i DDDrAiUUUP) (21)

同理，根据位移相容条件和力平衡条件，第 i
条支链上的转动副连接界面上的作用力可表示成

fff BLi =−kkkr1NNNB1
ci TTT T

i UUU i, τττBLi =−kkkr2NNNB2
ci TTT T

i ξξξ i (22)

式中，kkkr1 和 kkkr2 分别为转动副的线刚度和角刚度．

转动副的各向刚度主要由转动副轴承组件、封

闭框、导轨滑块组件和丝杠组件（丝杠螺母、滚珠

丝杠、丝杠后轴承）组成．封闭框刚度矩阵通过商

用有限元软件对实际 3 维模型进行仿真确定，轴
承 [16]、导轨和丝杠组件 [17] 刚度矩阵通过手册和实

际装配条件折算确定．具体转动副组件受力分析可

参考文 [4]．
4.2 系统刚度矩阵

将弹性变形协调方程式 (21)、 (22)代入各子系
统动力学方程式 (16)，经组装并整理后可得系统的
动力学方程

MMM ¨̃UUUKKKŨUU = F̃FF (23)

式中 F̃FF = eiωtFFF，ŨUU = eiωtUUU，MMM、KKK为系统的整体质
量矩阵和整体刚度矩阵，UUU 和 FFF 分别为系统的广义
位移列阵和广义力列阵，分别为

UUU =


UUU1

UUU2

UUU3

UUU4

 , UUU4 =

εεεP

ξξξ P

 , F =


FFF1

FFF2

FFF3

FFF4

 , FFF4 =

FFFP

τττP



式中

MMM = diag(MMM1,MMM2,MMM3,MMM4), MMM4 = diag(mmmP, IIIP)

KKK =


KKK1,1 KKK1,4

KKK2,2 KKK2,4

KKK3,3 KKK3,4

KKK4,1 KKK4,2 KKK4,3 KKK4,4


KKKi,i = (NNNA1

ci )
TRRRikkksiRRRT

i NNNA1
ci +(NNNB1

ci )
TRRRikkkr1RRRTNNNB1

ci +

(NNNB2
ci )

TRRRikkkr2RRRT
i NNNB2

ci +KKKi

KKK4,4 =


3

∑
i=3

RRRikkksiRRRT
i DDDrAi

3

∑
i=3

rrrAi × (RRRikkksiRRRT
i DDDrAi)


KKKi,4 =−(NNNA1

ci )RRRikkksiRRRT
i DDDrAi

KKK4,i =

 −RRRikkksiRRRT
i NNNA1

ci

−rrrAi ×RRRikkksiRRRT
i NNNA1

ci


5 算例及实验验证（Case study and experi-

ment validation）
工程样机结构参数如表 1所示，其中 pz = s+d

为动平台与静平台中心距离，s = 0～ 200为 3-RPS
全姿态 z向行程，θmax 为动平台最大摆角．式 (23)
的特征方程为

|KKK −ω2MMM|= 0 (24)

表 1 A3头尺度参数
Tab.1 The geometrical parameters of the A3 head (unit: mm)

a b s d l θmax /(
◦) dlead

250 250 0～ 200 550 1150 ±40 23.5

求解式 (24)，可得系统的 n阶固有频率和振型．
图 7所示为初始位置（d = 550mm，s = 10mm）下
前 2 阶固有频率随姿态角变化的分布规律．从图
7(a) 和 (b) 可以看出，整机的各阶固有频率随姿态
角的变化呈三对称分布，与 3条支链的三对称分布
方式一致．其中，第 1阶固有频率随着摆角的增大
从 28.5 Hz下降至 16 Hz，第 2阶固有频率从 28.6 Hz
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升至 34.6 Hz，当摆角为 0时，前 2阶固有频率较
为接近，分别为 28.5 Hz和 28.6 Hz，随着摆角的增
大，第 1阶固有频率逐渐降低，第 2阶固有频率逐
渐升高．
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图 7 固有频率随位姿变化分布图

Fig.7 Natural frequency distribution chart with respect to the
different positions and orientations

图 8 所示为 3-RPS 零点位型下的模态测试图，
实验过程中涉及的数据采集、模态分析和参数辨识

均采用 LMS振动测试系统来完成．在测试过程中，
采用锤击点固定、移动加速度传感器的测试方法对

原型机的固有频率和振型进行测试，其中，根据模

态测试方法 [18]，为达到较好的测试效果，锤击点

选择动平台末端，具体测试过程可参考文 [19]．
表 2为零点位型下前 2阶理论计算的固有频率

和对应的实测固有频率及二者之间的误差，从表中

可以看出，该 2阶固有频率的理论计算值与实测值
较为接近，最大误差不超过 5%．实测前 2阶固有
频率分别为 29.2 Hz和 30 Hz，彼此较为接近，与理
论计算结果一致．图 9为 A3头前 2阶理论计算振
型和对应 LMS实测振型示意图，左边为前 2阶理
论计算的各阶固有频率和振型图，右边为对应前 2
阶实测各阶固有频率和振型图．

 

 

 LMS  

A3  

1  

2  

3  

图 8 样机模态实验

Fig.8 Modal measurement setup of the prototype machine

表 2 A3头固有频率
Tab.2 The natural frequencies of theA3 head (unit: Hz)

固有频率 1阶 2阶

理论值 28.5 28.6

实测值 29.2 30

error /% 2.3 4.6

从图 9(a)～ (d)的前 2阶振型图可以看出，第
1阶模态振型为整机沿 y方向上下振动，支链 1到
支链 3整体上下摆动．第 2阶模态振型为整机沿 x
方向左右摆动，支链 1到支链 3一起左右摆动．从
这 2阶模态振型中可以看出，整机变形较大的环节
主要在铰链的位置，支链的变形量相对较小．

从图中可以看出，理论值与实测值前 2阶振型
整体振动方式一致，但局部子构件振动方式和幅度

存在一定的区别，产生这种现象的主要原因在于，

理论计算时，3条支链所对应的铰链装配精度都一
样，轴承和导轨的预紧力一致，所以对应的 3组铰
链等效刚度在理论仿真过程中均按照同样的方式等

效而来，但是在实际原型机中，由于制造和安装原

因，各关键零部件的预紧力和装配误差均存在一定

的差异，进而导致理论计算结果与实测值存在一定

的误差，而且从后续的分析结果中发现，这种预测

误差在高阶模态中表现得更为明显．

6 结论（Conclusion）
通过求解系统特征方程，对 A3头工作空间下

的固有频率和振型进行了分析并利用实测结果进行

了验证，结果表明：

(1) 通过子结构综合方法和模态缩聚技术，可
以快速求解并联机构在整个工作空间下各阶固有频

率，仿真结果显示，各阶固有频率在工作空间下随
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姿态角的变化呈三对称分布；

(2) 本文弹性动力学建模方法计算所得前 2 阶
固有频率和振型与原型样机实测结果较接近，在初

始位型下，前 2阶固有频率仿真误差在 5%以内；
(3) 从固有频率分布规律和振型可以看出，该

机构的最大动柔度主要集中在低频段；

(4) 通过前 2 阶振型可以看出，铰链的刚度是
整机的薄弱环节，在振动过程中铰链振动幅度相对

较大，在进一步改进过程中需要重点加强．

前述结果显示，本文建模方法可以快速预估并

联机构在整个工作空间下的动态特性，为并联机床

的动态特性设计和原型样机的改进提供理论基础．
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图 9 理论和实测固有频率和模态振型对比图

Fig.9 The theoretical and experimental natural frequencies and the corresponding mode shapes
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的搅拌摩擦焊接机器人上进行了加工实验验证，效

果良好、稳定．接下来会进一步进行各种工况下的

加工实验．
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